Wprowadzenie

Niniejszy skrypt zawiera material opracowany pragtora na po-
trzeby wyktadu zatytutowanego ,Metody gromadzenianalizy danych”,
prowadzonego w ramach pierwszego roku uzupefryah studiow magi-
sterskich na wydziale Informatycznych Technik Zdeania w Wyszej
Szkole Informatyki Stosowanej i Zadzania w Warszawie. W tytule skryp-
tu podkrdlono aspekt analizy danych, poniemtamu to aspektowi gtownie
poswiecony jest zarbwno wykfad, jak i niniejszy skryptzy opracowywa-
niu tresci wykladu autor odwotlywat sido swoich wieloletnich daviad-
czen, zar6wno teoretycznych, jak i praktycznych, z dziey analizy da-
nych, zebranych w trakcie pracy w Instytucie Ba@ystemowych Polskiej
Akademii Nauk.

Zarowno wyktad, jak i skrypt, przeznaczongedéa oséb specjalizu-
jacych sé przede wszystkim w zagdzaniu gospodarczym i zastosowaniu
instrumentarium informatycznego do zgizania. Dlatego te szczegdlny
nacisk potaono na interpretagj wynikow otrzymywanych przy pomocy
roznych technik analizy danych, znacznie bardzigjna zawarté& matema-
tyczmg lub charakterystyknumeryczn prezentowanych technik. Taki ze
wzgledu na ograniczenia afipsciowe wyktadu czste g w tresci odwotania
do fatwo dostpnych na rynku aplikacji i systemow, zawiewjch ré&ne
implementacje wielu technik analizy danych, wraadpowiednimi komen-
tarzami.

Zasadniczy problem, na ktéry chciatby mianowicier@i¢ uwag;
autor skryptu, polega nie na braku aiwosci stosowania tych Gmych
technik, ale w¢cz odwrotnie — na nadmiernej fatyeo odwotywania si do
nich. | tak, minimalna zupetnie wiedza informatyazmystarcza do tego, by
postuwzy¢ sie, dla jakieg® zbioru danych, ktorym dysponujemy, na przykiad,
podstawowymi metodami analizy danych, zrealizowanymiamach arku-
sza Excel Microsoftu (analiza regresji, analizancilgowa). Niebezpiecze
stwo polega na mitiwym braku krytycyzmu, a nawet zrozumienia, zaréwn
w odniesieniu do warunkéw stosowadnb poszczegdllnych metod, jak i
otrzymywanych przy ich pomocy wynikéw.

Stad tez potrzeba wyktadu, ktéry z jednej strony zapoznattsgero-
ka gam dostpnych technik i metod analizy danych, ¢hp na poziomie
zrozumienia ich podstawowych zaéh i mechanizmu dziatania, a z drugiej
— pozwolitby na umiejtne i swiadome korzystanie z tych nadzi do celéw
praktycznych, jakich nie brakuje zaréwno w praktya@zdzania gospo-
darczego i marketingu (na przyktad identyfikacjaharakterystyka typow
klientéw, lub typéw produktéw), jak i w innych dzieinachzycia spotecz-
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nego i gospodarczego, z ktorymi przyjdzie zetksic absolwentom studiow
magisterskich nakierowanych na informatyczne wspararadzania (bada-
nia opinii publicznej, edukacja iswiata, itp.). Jakkolwiek naerlzia infor-
matyczne, z jakimi zapozripic stuchacze niniejszego wyktadu w trakcie
studiow, pozwalaj im w zasadzie na samodzielne opracowywanie apiikac
z dziedziny analizy danych, jednak nalespodziewa sie, ze w praktycznie
prawie wszystkich przypadkacheda oni korzystali wianie z gotowych
programow i systemow, a zatem powinnt lgrzygotowani do umigfnego
ich wzytkowania.

Jan W. Owsiski
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WYKLAD I

Dana, informacja, wiedza — rozr@nienie, przyktady, znaczenie. Przy-
ktady postaci danych i sposobow / sytuacji ich groadzenia. Krotki za-
rys podstaw teorii informacji opartej na entropii Shannona.

[.1. Dana, informacja, wiedza

[.1.1. W niniejszym wyktadziedalziemy starali & wyraznie rozré@ni¢ takie
kategorie jakdana informacja oraz wiedza Dang moze by mianowicie
dowolny obiekt (liczba, stowo, obraz, element gafly), w zalénosci od
kontekstu (tréci) i celu postpowania. W sensie niniejszego wyktaiddor-
macy jest pewnacecha danychpozwalajca na dokonywanie konkretnych
operacji na danych i wygganie z nich wnioskéw w ramach oklianego
kontekstu i celu pogpowania. W istocie swojej informacja jest pevinter-
pretacyi danej. Wiedza wreszcie jest kicowym efektem posgpowania,
okreslonego przez dane, informacje, kontekst i cel.

1.1.2. Catd¢ konkretnego kontekstwtiziemy nazywaluniwersum(catascia
dostpnych i potencjalnych téei). Tak wiec mazemy mowe o, na przyktad,
uniwersum ,zarejestrowanych na snikach trwatych utworéw muzycz-
nych”, uniwersum ,produktow krajowych brutto”, urénsum ,wymiarow
krawieckich (figur potencjalnych klientéw)”, lub,ieto trywialniej, ,uni-
wersum wynikéw LOTTO”. Das bedzie kady element takiego uniwersum
(przestrzeni), niekoniecznie dobrze clkoay. Zastrzeenie dotyczce okre-
sloncsci odnosi st, w szczegolngri, do (1) doktadngci (np. miara obwodu
pasa wzjta na wdechu lub wydechu), (2) ustalenia wszystkmth atrybu-
téw) odpowiedniego elementu uniwersum (np. brak dabdzenia niekto-
rych pa z préby), (3) rénego rozumienia (definicji) poszczegolnych atry-
butow.

1.1.3. Mazemy mi& do czynienia z rinymi rodzajami celdw pogbowania,
takze w stosunku do posiadanych zbioréw danych. Jegnak sekwencji
»dane-informacje-wiedzd cel, wyrazony poprzez obrane kryterium po-
stgpowania, jest lepiej okéony. Celem tym, ogolnie rzecz bim, jest ,syn-
teza”, czyli maliwos¢ (i) wyrazania okrélonych tréci, obejmujcych za-
kres wielu (by maze tyskcy, albo nawet milionéw) danych, w spossiyo-
cony, dostpny bez ogldu wszystkich tych danychji) postugiwania si
relacjami w obrbie uniwersum, pozwalagymi, w szczegdlniei, na okre-
slanie konsekwencji lub zataosci w obrbie danych oraz informaciji. Zale-
zy nam take na tym, by nasza wiedza byta)(mazliwie doktadna, pozwa-
lajac na ocea i interpretaci nowych danych, a nawet na ich przewidywanie.
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I.1.4. Ogolnie rzecz bigc, rozr@nienie mgdzy damng, informacy | wiedz
nie jestsciste, ché mazna je formalnie i precyzyjniesuaisli¢c w ramach
pewnych podég, zwtaszcza formalnych systeméw matematycznycl. B
dziemy s¢ niekiedy w trakcie wyktadu odwotywali do takichssgmow (na
przyktad w kacowej czsci Wykladu | — do teorii informacji i entropii
Shannona-Weavera), ale raczej tylko ilustracyjalke przyczynkowo. Mimo
jego nieprecyzyjnéci, pozostaniemy przy wprowadzonym intuicyjnie zro-
zumialym podziale, przede wszystkim dlatege,lxdziemy s¢ nan powo-
tywali dos¢ czsto w trakcie wykladu, chiby w celu podkréenia sensu i
kierunku pewnych zasad i sposobow ppstvania.

I.1.5. Przykiad 1.1.Niech danymi bda deklarowane (przez respondentéw)
mieskczne dochody gospodarstw domowyched® to zatem liczby typu
560, 1 300, 2 850, 3 570, 12 870, albo 54 620j(pddane w PLN). J4
interesuje nas wytznie statystyka tych deklaracji, otrzymane danwit@
takie, jak przykladowo przytoczone liczbyd wsiystarczaicym materialem
do dalszych rozwan. Na ich podstawie nima opracowa odpowiednie
statystyki grednia, mediana, zakres, wariancja, itp.). Nidze jednak ma-
liwe ustalenie innych zateosci (relacji) poza, ewentualnie, relacjamiemi
dzy dochodami a liczriciami (lub udziatami) odpowiednich sub-populacji.
Informacph w tym przypadku &da, na przykiad, udziaty poszczegdlnych
sub-populacji o okrdonych przedziatach przychodéwed to zatem ele-
menty wiedzy o rozwarstwieniu (dochodowym) éatspoteczéastwa, ktdra
moze by reprezentowana w postaci syntetycznej w formigweg Lorenza
lub wspéitczynnika Giniego. Aby moc dysponawaardziej znacga wie-
dza, np. dotyczca zaleznosci miedzy wiekiem cztonkédw gospodarstwa do-
mowego a dochodami, liczlczionkéw gospodarstwa domowego a docho-
dami, albo wyksztatlceniem cztonkéw gospodarstwaaeego a dochodami
— musimy opier& sie ha znacznie bardziej rozwitej (wielowymiarowej)
bazie danych. &ziemy woéwczas mogli statasie uzysk& wiedz typu
relacji (reguty) ,jeli gospodarstwo domowe zamieszkuje miasto o liczbie
mieszkacow powyej 500,000, skiada iz mniej nz 6 oséb, a wszyscy
dordéli cztonkowie gospodarstwa mago najmniej wyksztatceni@ednie, to
dochdéd w gospodarstwie na glovest co najmniej dwa razy vgzy od
przecttnego w kraju z prawdopodoligwem réwnym 0.85”.

1.1.6. W Przykiadzie l.1dary jest, na przykiad, liczba 560. Staje sha in-
formacp, umieszczona w odpowiednim kongele, sktadajcym sk, w tym
przypadku, ze stwierdzenize (i) chodzi o sumw PLN, (ii) ktéra jest wy-
sokaicia miesecznych dochodéw gospodarstwa domowego w sdmngm
mieshcu, (iii) i ewentualnym podaniem innych okolicZob (miejsce za-
mieszkania, liczba oséb, wiek, wyksztatcenie). infacja zatem skladacsi
w pewnym sensie, z wkszej liczby danych, co wynika z konieczob
umieszczenia danej w kontale (okrdélenia wiaciwego uniwersum), aby
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uczyni ja informach. Tak okrdlone informacje skfadajsig na wiedz,
obejmupca znacaca czes¢ kontekstu, a w szczegdliey — by moze nawet
cate uniwersum danych i jego cechy.

[.1.7. Naley jednak zauway¢, ze ukfad dana informacja-wiedza dziata
w istocie w tli sprzezenia zwrotnego, tj.

> dana ’ informacja ’ wiedza

Wyraza st to w dwojaki sposob: (A) poprzez aiovos¢ oceny poszczegol-
nych danych w ramach istriepj wiedzy (np. ewentualdé odrzucenia
danej jako ,nieprawidtowej”’, to znaczy — nie pagej do istniejcej wie-
dzy, co niesie tale za sob, oczywkcie, okrglone ryzyko — odrzucenia
istotnej danej), a tale wiaczania ich do istniegego stanu wiedzy; (B) po-
przez maliwos¢ przewidywania dalszych danych, a zatem Eime$¢ pro-
jektowania sposobow zdobywania nowych danych o stmgch wiasno-
sciach. W istocie, sama monvo$¢ interpretowania danych jako informaciji
jest uwarunkowana uprzednim istnieniem (i zastosisva) okrélonej wie-
dzy (w tym, na najprostszym poziomie, umatapsci czytania i liczenia).

1.1.8. Jak wynika z poprzednich roziea, wiedza sklada siz ,zatwierdzo-
nych” zbioréw danych (co najefciej powinno oznacza ze % to dane
.prawdziwe” — wycie cudzystowu oznacza tutaj \wginie,ze prawdziwéé
danych jest sprawdzana — i sprawdzona — przy pormpoagedur réwniz
zawierajcych st w obrbie istniepcej wiedzy), relacji midzy nimi i proce-
dur z nich wynikajcych. W ramach esto wywanych potocznych termi-
néw mana mowe, ze ,zatwierdzone” (,sprawdzone”) zbiory danych, w
odr&@nieniu od ,danychzrodiowych”, stanowq wiasciwa wiedz (np. tak
zwana yiedza encyklopedyczharelacje mgdzy nimi — jfeori€’, zas pro-
cedury — metodyk”.

Danezrédiowe —* [ Informacie > Wiedza—

— Dane zweryfikowane
Teoria

—» Metodyka
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1.1.9. Po co nam jednak, w keu, wiedza? Otd— przynajmniej w ramach
niniejszego wykladu — przyjmiemyge wiedza zwjksza sprawrgg naszego
dziatania. To dzki teoriom (sprawdzonym) wiemy, jaki skutek odnios
nasze dziatania, a ¢ki metodycewiemy, jak pozysk& nowe, potrzebne
nam, daneTeoriesa w istociemodelami rzeczywistci, jakimi sie postugu-
jemy w naszych dziataniach.$llemodele te § prawdziwe (zgodne z rze-
czywistdcia), to nasze dzialaniagtla skuteczne, j@ nie — bpxda one bez-
owocne. Podobnie metodyl — j&sli jest ona poprawna, to otrzymamy nowe
dane, uzupelniage nasz wiedz, a j&li nie, to nasze pomiary i ekspery-
menty dostarcgtylko ,szumu”.

[

Daneiréd%ow§ > Informacj|e g Wiediza
4 T —» Dane zweryfikowane
Metodyka
Teorig— |

IModele rzeczywistai

Efekty/skutki a

W ten sposéb opisana poprzedniglg sprzzenia zwrotnego rozszerze; si
na cald¢ naszego dziatania i poznasisiata.

I.2. Pozyskiwanie danych

I.2.1. Dane s z zasady wynikiem zaprogramowanego gosivania, wyni-
kajacego z zastosowania istriegj wiedzy. W odniesieniu do danyéhd-
diowych, a wgc takich, ktore s wprost (ewentualnie tylko po bardzo po-
wierzchownej wsgpnej obrébce) rezultatem obserwacji lub pomiaruzeno
my méwic o dwoch zasadniczych rodzajach takiego ¢umsiania, a mia-
nowicie: (1) rutynowe okresowe lub state gromadzenie danyclditz au-
tomatyczne), stanowgte czs¢ dziatalngci jakiejs organizacji czy instytucji
(np. billingi telefoniczne, logi internetowe, traksje przechode przez
kasy), cesto zupetnie ubocan cha zazwyczaj konieczn(np. prowadzenie
ksiegowasci), badz tez jej zasadnicg funkcje (np. pomiary zmiennych Kli-
matycznych prowadzone w stacjach meteorologiczrnyajcia powierzchni
Ziemi wykonywane z satelitéw), B) dorazne zbieranie danych (nawetsje
w jakiejs mierze powtarzalne) dla okienego celu (tutaj najlepszym przy-
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ktadem g przer@ne sondze opinii publicznej, wiksza¢ bada marketin-
gowych, a take wybory). (Specyficzna sytuacja, w ktorej uzupatmy tylko
posiadane zbiory danych przy pomocy pojedynczycentaciji, mae by
zazwyczaj sklasyfikowana w ramach jednego z peaych dwoch sposo-
bow posgpowania.)

1.2.2. Powyszy, zgrubny na oko, ale w istociesdgrecyzyjny podziat, jest
Zwiazany z innymi podziatami istotnymi dla sposobéw yskiwania da-
nych. | tak, rozréniamy (a) automatyczne i (b)egzne” sposoby zbierania
danych. Ta klasyfikacja jest o scisle, z kolei, zwqzana z poziomem
~obiektywndéci” i ,dokladnosci” zbieranych danych, a mianowicie: dane
zbierane automatyczniey €zcsSciej bardziej (i) obiektywne i doktadne mi
zbierane ,gcznie” (ktore czsto maj tendengj do zawierania (ii) ,subiek-
tywnaosci”), a w kazdym razie mamy wksz kontrok nad ich definicjami i
ewentualnymi idami lub nieporozumieniami, podczas, gdy dane abier
na przyktad, przy pomocy kwestionariuszy, magawierd niescistosci i
btedy o niekontrolowalnym charakterze, wymagaktopotliwych i kosz-
townych zabiegdéw zmierzggych do sprawdzania ich prawidtoyed i ak-
ceptowalnéci. To rozr@nienie nie jest, oczywtie, absolutne: nawet rapor-
ty kasowe mog by¢ w istocie wynikiem oszustwa, gautomatycznie dzia-
tajace i wyskalowane mierniki magulec uszkodzeniu powodigemu po-
dawanie bidnych pomiarow, podczas gdy zawdaétwestionariusza me
zawierd& dane (albo i informacje) nie do @ghiecia metodami automatycz-
nymi.

1.2.3. Jest rzeezoczywist, ze dla przeeitnego konsumenta mediéw dane
zrédtowe w powyszym sensie nieasw zasadzie dogpne. Danymi (i to
»zrodtowymi”) dla wiekszasci z nas g wtasnie doniesienia mediow elace

w istocie (w najlepszym przypadku) wynikiem dale#ecych transformacji
pewnych (wtdciwych) danychzrédiowych, pozyskiwanych w jeden z po-
wyzszych sposobow.

[.2.4. Aby dane mogty spekhiswop role w uzupetnianiu i tworzeniu wie-
dzy, musz speiné podstawowe warunki dotygze poréwnywalngci i re-
prezentatywnsri. Wymagania te ssw sposob formalny zazwyczaj przed-
miotem analizy statystyki matematycznej, jednalvéaje rownie wyrazic

w sposob jakéciowy, intuicyjnie oczywisty. | takporownywalnéé jest
zapewniona przez odwotywanie: glo danych o tym samym sensie, czyli o
tych samych definicjach (np. wysakow metrach nad poziomem morza,
raczej nk wysokaci wzgledne, chyba,ze poréwnujemy obiekty — np.
wzniesienia — dla ktérych poziom odniesienia wysckavzglednych jest
ten sam, lub chiby w przyblizeniu ten sam), dalz chatby o definicjach na
tyle jasnych i jednoznacznychhe mana bez (wkszego) trudu dokora
transformacji danych portzy r&znymi definicjami (np. wielké¢ PKB dla
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roznych krajow wyraona w walutach tych krajow, przy znajofndodpo-
wiednich kurséw walutowych). Oczysdie, zapewnienie poréwnywalém
musi uwzgkdniat takie aspekty jak czas (ha ogo6t oznacza to pordwanie
w jednakowym czasie dlazdych obiektow lub w renych momentach cza-
su dla tego samego obiektu) i przesirgep. poréwnywanie analogicznych
jednostek przestrzennychlReprezentatywié odnosi s do maliwosci
charakteryzowania wkszych populacji, i objcte aktualnie posiadanym
zbiorem danych. Dane te powinny mianowicie odpowiecddzwierciedla
struktue catej populacji, na przyktad w przypadku badamianid publicznej,
podziat catej (dorostej) luddoi Polski wedtug takich kryteriow jak pie
wiek, wyksztatcenie, charakter miejsca zamieszkgnigs, mate miasto,
srednie miasto, die miasto), itp. Spodziewamyesiintuicyjnie, ze tak ro-
zumiana reprezentatywfiojest blisko zwazana z proporcjonaldoia: nie-
watpliwie uznalibymy za nieprawdziwe wyniki badania opinii publicznej
wiedzc, ze stosunek liczby atczyzn do kobiet ¥rod oséb badanych wy-
nosit 73:27, a pytanie dotyczyto diugd okresu ptatnego urlopu maciefizy
skiego. Zagadnienie reprezentatyweiojest przedmiotem badawaznej
dziedziny analizy statystycznej (ktérej wynikienstiemidzy innymi, po-
wtarzapce sé w sposéb niemal magiczny, stwierdzenie typu ,wymik-
chodz z badania przeprowadzonego na reprezentatywnbjepi®32 osob”
dotycace bada opinii publicznej w Polsce, wskazgg, ze liczba 1000
wystarcza do wyczerpania — w sensie reprezentagyiszystkich warstw
populacji ludnéci Polski). Nie zawsze jednak jestey w tak luksusowej
sytuacji,ze maemy zapewrd sobie reprezentatywso— i to z wielu powo-
dow, a przede wszystkim: (i) brak znajofoiowtasndci catej populacii i jej
ewentualnych sub-populacji, (ii) brakodkéw do przeprowadzenia odpo-
wiednich badA. Nie kedziemy jednak zajmowali giblizej zagadnieniami
porownywalndci i reprezentatywriei w tym wyktadzie — pierwsze jest w
znacznej mierze kwestzdrowego rozgiku, a w bardziej skomplikowanych
przypadkach (np. poréwnywanie wattoPKB wedtug sity nabywczej walut
w odpowiednich krajach) jest przedmiotem specjalemaych analiz, drugie
Za& jest w wekszej mierze przedmiotem statystyki matematyczijej me-
tod.

[.2.5. Najwaniejszym aspektem mibwosci przegcia od danych (np. liczb
lub obrazoéw) do informaciji i wiedzy jest definiciianych. Obejmuje ona
takie elementy jak: przedmiot(y) danych (o czynjdst? lub: co to jest?),
uzyte jednostki (np. zakresy widma w obrazie i jegadzielczac), wzyta
metoda pozyskania danych i jej charakterystykiscmaiejsce, itp. Braki w
znajomdci definicji danych prowadgdo ich falszywej interpretacji, a zatem

i do nieprawidtowych wnioskéw dotygeych informacji, a nagpnie i wie-
dzy. Podkrelmy, ze bardzo cgsto dane podawane w mediach do wiadomo-
sci publicznej ma na tyle stabo zarysowane definicje, nieraz trudno jest

12



Jan W. Owsiski
w ogole podi¢ jakakolwiek sensowa interpretagi. Dobrym przyktadem w
tym zakresie, nawkujacym do kwestii porownywalrigi, sa wyniki bada
popularnéci poszczegdlnych partii politycznych:

1.2.6. Przykiad 1.2.Instytucje zajmujce s¢ badaniem opinii publicznej, po-
wiedzmy, Demometr CBOZ, ogtosity wyniki badania popularéa partii
politycznych (,na jak parte zagtosowatby/wataby Pan/i, gdyby wybory
parlamentarne odbylygdzisiaj?”). Opublikowane w prasie wyniki podaje-
my w tabelce poukgj:

Partie: KDL SiP OO | Samiswoi PRL
Demometr 22% 14% 9% 13% 11%
CBOZ 28% 13% 8% 15% 14%

tatwo zauway¢ réznice migdzy tymi dwoma badaniami, ktore nigjednak
uderzajce (proporcje & mniej wiccej zachowane). Waiejsze jednak g
watpliwosci dotycace (a) w ogoble znaczenia podanych liczb, (b) ictowe
nywalnaci. Sprowadzaj sic one w tym wypadku do odpowiedzi na rast
pujace pytania: (i) jakie liczby partii mieli do wybomespondenci w obu
badaniach, czy byfa to ta sama liczba? (ii) i cyly to te same partie? (iii)
czy 100% obejmuje tylko odpowiedzi zdecydowane kazania partii — czy
réwniez brak opinii” (zauwamy, ze podana suma ,glosow” dla Demome-
tru wynosi 69%, a dI&@BOZ — 78%)? (iv) czy kolejni partii w kwestiona-
riuszach byta taka sama? Odpowiedzi na te, | jeshezdziej szczegdtowe
pytania (np. czy w ramach badania zadawano jesmoeepytania i czy po-
przedzaly one to pytanie zasadnicze o prefereraj@altii?) stanovd wia-
$nie o definicji danych, prowadeej do poprawnej informacji i wiedzy, a
jednoczénie o spetnianiu (lub nie) warunku poroéwnywaicio Na zasadni-
cza cze$¢ przynajmniej tych pyta dostalibymy od razu odpowied gdyby
prezentowana poprzednio tabelka odsetkow ,ghmsieh” na poszczegoélne
partie zostata opublikowana w ngstijacej postaci:

Partie: KDL | SiP| OO Sami-|PRL| X1 |WU| Nie | Suma
SWoi wiem

Demometr 22% | 14% 9% 13% 11% 4% | 3% | 24% | 100%

Nr partii 1 2 3 4 5 7 6 -

CBOZ 28% | 13% 8% | 15% | 14% - | - | 22% | 100%

Nr partii 1 3 4 2 5 - - -

w ktorej by podano wyniki dla wszystkich uwgdhianych w badaniu partii,
odsetek odpowiedzi ,nie wiem” (,brak opinii”), oragolejna¢ partii na
kwestionariuszach obydwu agencji badania opiniiipabe;].

13
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I.3. Podstawowe elementy teorii informacji i eniréhannona

1.3.0. Przedstawimy obecnie w zarysie gpstlo bodaj najpopularniejszej
(jesli nie faktycznie jedynej) formalnej teorii inforro@g, opartej na paiciach
i zaleznosciach z zakresu teorii prawdopodaiséva.

[.3.1. Zat@my, ze interesuje nas pewna wietko(zmienna), oznaczon¥,
przyjmujaca skaczom, (lub co najwyej przeliczaln) liczbe wartcici. Kon-
kretne wartéci, jakie ta wielké¢ bedzie w rzeczywisteci przyjmowata (i o
ktorych kxdziemy wiedzieli), bda naszymi danymizédiowymi). Wielkas¢
te bedziemy interpretow@d jako pewm zmienry losowa, jakkolwiek dla
wiekszej czsci dalszych rozwzen nie kedzie to w zasadzie potrzebne.XKa
dej wart@dci zmiennej, oznaczonej, ill, gdziel jest zbiorem warkzi
zmiennej X, mazha przypisd pewne prawdopodohistwo wysapienia,
oznaczongy,.. Zakladamy,ze prawdopodobiestwa te § znane, co me w
praktyce wyniké z obserwacji agtasci odpowiednich zdarzew przeszio-
sci, albo znajoméci odpowiednich cech przedmiotu obserwaciji (npwpra
dopodobiéstwo, ze moneta upadnie ortem albo reszk gér jest, o czym
wiemy dobrze, rowne mniej wiej 0.5 w obu przypadkach;sjezatozymy,
ze moneta jest jednorodna i nieskeenie cienka, to oba te prawdopodo-
bienstwa na pewnodala rowne 0.5).

[.3.2. Mamy, oczywicie, Zip; = 1, oraz istnienie odpowiednich momentow
tego rozkiadu prawdopodolstwa, pocawszy od EK), czyli wartcgci
oczekiwanej. Jednak warunki zwane z momentami vigzych redéw nie
beda dla nas istotne.

1.3.3. Naszym problemem jest ,niepevitd wynikajaca z faktu,ze nie
wiemy, jakie wartéci przyjmie X. Mozemy powiedzié, ze posiadamy pew-
na ,wiedzg” (znajoma¢ rozktadu prawdopodohistwa PK) = {p}i), ale w
naszej konkretnej sytuacji brakuje nam danych nzamej z nimi informa-
cji. Prezentowana teoria, odnasa sé do niepewnéci, nie zajmuje i jed-
nak pojedynczymi zdarzeniami, tj. przyjmowaniemearavielkgé X po-
szczegOllnych wartgi x. Jej przedmiotem zainteresowania jest catkowita
miara ,niepewnéci”, zwiazana z catym rozktadem Ry

1.3.4. Sens tak sformutowanego zagadnieniamaazilustrowd nastpuja-
cymi przyktadami: (A) jéli na pkciu z széciu scianek kostki do gry wypi-
szemy cyfe oczek rown 1, a na széstej (dowolnej) — inanyfre oczek, row-
na, powiedzmy, 5, to wiadondé (dana),ze wyrzucono jedno oczko nie
przyniesie nantadnej istotnej informacji, wiemy bowieme prawdopodo-
bienstwo takiego zdarzenia jest rowne 5/6, i raczeflg@wamy s takiego
obrotu (!) sprawy; (B) sytuacja jest zupetnie inm@rzypadku zwyktej kost-
ki do gry: wiadomé¢ o wyrzuceniu konkretnej (kdej) liczby oczek ma
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znacznie wgkszy wartags¢ w sensie informacji — tutaj wszystkie prawdopo-
dobieastwap=1/6,i=1,...,6, i nie spodziewamyesiaczej wyrzuceniaaden]
konkretnej liczby oczek; (C) naturalnieslfemamy do czynienia z rozkla-
dem, w ktérym dla jednedo powiedzmy, bezadnej straty ogolrigi, ze dla
i=1 (mazemy zawsze nasze zdarzenia elementarne o indeksath2, 3, ...,
odpowiednio przenumerowwp mamyp=1, a dla pozostalyche2, 3, 4, ...
mamyp; = 0, to niepewns& zwiazana z takim rozktadem prawdopodabie
stwa jest oczywcie zerowa, a zatem i informacja niesiona przezedan
zajsciu zdarzé elementarnych — tezerowa. Widzimy zatenye w istocie
mozna przypisa okreslona wartas¢ niepewnéci catym rozktadom prawdo-
podobidistwa, ize jest to, z koleiscisle zwiazane z ,wartécia informacyj-
ng” zaistnienia poszczegolnych zdafizeealizupcych zmiena losows o
okreslonym rozktadzie, ktora to waré informacyjna jest uzammiona od
prawdopodobigstwa zajcia tych zdarzé (por., np. Vetschera, 2000).

1.3.5. Budow miary niepewnéci zwiazanej z rozkladem Kj zaczniemy od
formutowania warunkéw na poszukiwgrfiunkcje, przy czym warunki te
powinny odpowiad&intuicjom zwgzanym z miag niepewndci, odniesion
do catego PX), a nastpnie sprébujemy zobacgyjaka lub jakie funkcije
spetnia(j) te warunki.

1.3.6. Oznaczmy poszukiwanfunkcjg, opisupca niepewndéé zwiazam z
rozktadem PX), przez H(PX)), z ewentualnym pomiatiem oznaczeni,
ti. H(P). Mazemy juz obecnie, na podstawie czysto jékiowych rozwaan i
prze&wiadczé, sformutowad caly szereg d@ oczywistych postulatow
wzgledem funkcji H(P). | tak,

0] chcemy, zeby funkcja H(P) osgata maksimum dla rozkiadu
jednostajnego (rownomiernego), tj. wtedy, goyl/mn 0O idl,
przy czymn=cardl, tj. n jest liczky mazliwych wartdci zmien-
nej X (nie maemy zatem mowi juz o niesk@czonej, lecz prze-
liczalnej liczbie tych wartexi); sens tego zakenia zilustrowali-
smy poprzednimi przyktadami;

(ii) chcemy, zeby funkcja H(P) byta funkaj ciagta prawdopodo-
bienstw tworacych PK), a wic, by nieskaczenie matemu
przyrostowi (dodatniemu i ujemnemu) waxd prawdopodo-
bienstw towarzyszyta niesk@zenie mata zmiana wagtm H(P);

i to zalazenie wydaje si by¢ zgodne ze zdrowym rogdkiem;

(i) chcemy,zeby H(P) byla symetryczna wazglem argumentéw,
czyli poszczegolinych prawdopodohédw tworzacych PK) — co
jest w istocie rownowane niezalenaosci od kolejndci, w jakiej
poszczegodlne zdarzenia (a ¥davie ich prawdopodobiestwa)
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pojawiap sie w H(P), a wg¢c rowniez catkiem rozgdne wyma-
ganie;

(iv) dos¢ podobnym wymaganiem jest, by H(P) byta niezadeod
sposobu ,grupowania” prawdopodohétw wedtug podzbioréw
zdarzé elementarnycthx; sktadajcych st naX; i tak, w przy-
padku, gdy mamy rozktad R = {p(x1) = 0.5,p(x2) = 0.3,p(Xs)
= 0.2}, to maemy przedstawigo w rownowany sposob jako
dwa zalene od siebie rozktady: RY = {p(x,)=0.5, p(x=y)=0.5}

i PY) = {p(y)=0.6, p(y»)=0.4}; chodzi wec o to, by warté
H(P) nie zaleata od tego rodzaju #dych reprezentacji, co jest
zndw zupetnie naturalnym wymaganiem;

(v) chcemy,zeby H(P) byta addytywna wzglem poszczegdlnych
zdarzé elementarnych rozpatrywanego rozktadu prawdopodo-
bienstwa, czyli H(P) =h(p;), co powinno prowadzido znacz-
nego uproszczenia postaci funkcji H(P);

(vi) poza wymienionymi picioma formutuje & jeszcze réne inne
wymagania, o nieco, lub catkiem wyrae, mniejszej intuicyjnej
oczywistaci; przytoczymy jeszcze tylko jeden z nicékpy zilu-
strowa ich charakter: j@i mianowicie mamy dwa rozktady
prawdopodobigstwa, B(X) = {py,...pn} 0raz By(Y) = {qs,--- Am}

z ktorych otrzymujemy rozktad,JAX,Y) = {p:Qs, P19z P10z, ---
P1CGm, PoClye-s Py -+, PaOmd, 0 chcemy,zeby H(Rn(X,Y)) =
H(P.(X)) + H(P(Y)); i to wymaganie jest w gruncie rzeczy
usprawiedliwione niezaimoscia rozktadow R(X) i Py(Y)
wzgledem rozktadudcznego B(X,Y).

1.3.7. Dla tak okrdonych warunkéw na funkej niepewndci rozktadu
prawdopodobigstwa, H(P), na podstawie znanych (€hae wszystkim)
wiasngci funkcji mazna wykaza (czego tutaj nie ddziemy jednak robili),
ze posta tej funkcji powinna by nastpujaca:

H(P) =kZ; plog.p (1.1)
gdziek jest pewn stah, z& a pewry podstav logarytmu.
Nalezy jednak podkrdi¢, ze do otrzymania postaci (1.1) wystarazaja-
runki (i), (i), (iv) z punktu 1.3.6, ze posta ta — taka sama — @ zosta
otrzymana przy pomocy innych zestawoéw warunkowpreykiad (ii), (v),
(vi), albo zestawow, w ktérych wygiuje warunek (iii). Literatura podaje
szereg takich zestawow ,ragiych” warunkéw, prowadzych do otrzy-
mania postaci (1.1) (por. Taneja, 2001; FeldmafA220
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1.3.8. Poniewa post& (1.1) pozostawia nmiiwos¢ doboru statyctk i a, w
ramach teorii informacji Shannona ustalono te dwiglkosci na podstawie
prostego rozumowania jalke-1 oraza=2, czyli

H(P) = i plogp. (1.2)

Podstaw tego rozumowania jest naptijacy konkretny przypadek: zaté
my, ze mamy rozklad dwupunktowy o miwych dwdch zdarzeniachy; i
Xo, Przy czymp; = p, = %. Jest to przypadek analogiczny do rzutu (idgal
monet. Podstawiajc do wzoru (1.2) dane dla tego przypadku otrzymyjem

H(P) =
= (Y% logl/2 + ¥ logl/2) = -((-1) + V(1)) = -(-1) =1 (1.3)

CO oznaczaze opisany przypadek odpowiada, dla pgigxgh wartdci ki a,
Jednostce” informacji — taki symetryczny rozktadvapunktowy niesie
jednostkowy informacg. Odpowiada to w petni intuicji: w sytuacji ,syme-
trycznego albo-albo”, niezaleie od tego, ktére ze zdarzeajdzie, w wyni-
ku tego jednego zdarzenia ustiaizostaje cata niepewsto Wiele mowi-
cym jest okrélenie otrzymanej w powgzy sposob jednostki mianem ,bitu”
(co odpowiada zaistnieniu O lub 1 na odpowiedn@gygji zapisu binarne-
go).
1.3.9. Jest naturalnee H(P)=0 woéwczas, gdy mamy do czynienia z catkowi-
ta pewndcia, a wikc, gdyp=1 dla jakiegé illl, orazp=0, dlajOl-i. J&li
cardl > 1, to uzyskanie warfoi zerowej H(P) dla takiego przypadku ze
wzorow (1.1) lub (1.2) wymaga dodatkowo wykazawn@&lim, _ oxlog,x = 0.
Jeli card | = 1, to sytuacja jest trywialna (tylko jedno ihae, a zatem i
pewne, zdarzenie). Jest ona jednak w pewnym senzyblizeniem wspo-
mnianych poprzednio sytuacji, w ktorych prawdopadngtwo innych zda-
rzen jest rbwne zeru, lub tewystarczajco” bliskie zeru, aby je méc pomi-
nac.
[.3.10. Mazna tatwo dowiéc, ze

H(P)=0 (1.4)

co jest istota cechy dla miary niepewnizi (ewentualny ktopot z interpreta-
Cja wartasci ujemnych miary niepewroi).

1.3.11. Funkect rozktadu prawdopodohistwa H(P), zwtaszcza w postaci
(2.2), nazywa si powszechnie ,entrogi lub ,entropia Shannona”, ktoryaj
pierwszy wprowadzit. Nazwa ta pochodzi od nazwyntetynamicznej (ma-
kroskopowej) funkcji stanu (mikroskopowego) — epitro- zdefiniowanej
jako

S(E) = log N(E) (1.5)
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gdzie N(E) oznacza liczboshkgalnych standw mikroskopowych (paés i
predkosci) w funkcji energii E. Poniewazakladamy (co jest wystarczap
dobrze spetnione w warunkach mikroskopowyd®) mikrostany odpowia-
dajace tym samym poziomom energetycznym (np. w fizyzgstek elemen-
tarnych) g rownie prawdopodobne, & mazemy przypé, ze prawdopodo-
bienstwo zajcia stanu-tego jest rowne

p(i) = 1/N(E), dla wszystkich nitiwych i. (1.6)

Latwo zauway¢, ze po wstawieniu zaimosci (1.6) do (1.2) otrzymujemy
wyrazenie na entropi rozcagnigta na wszystkie mdiwe stany mikrosko-
powe. To widnie ta analogia z entragptermodynamiczs (analogia — po-
niewa: obserwujemy tylko identyczidé zaleznosci matematycznych, pod-
czas, gdy ich interpretacja mby¢ catkowicie rGna) spowodowataze C.
E. Shannon (por. Shannon i Weaver, 1949) w tenaipoazwat opracowan
przez siebie miar niepewnéci dla rozktadéw prawdopodokistwa. We-
diug czsto powtarzanej anegdoty naméwit na to Shannomagtynatema-
tyk John von Neumann (drogi Czytelniku: zapewneszlg o teorii gier,
ktorej podstawy zawdgczamy von Neumannowi, ale wspomnijmy #alo
social choice theorydo ktérej odwotujemy sj jakkolwiek bardzo pobie
nie, rownie w niniejszym wyktadzie), ktéry stwierdzike skoro nikt tak
naprawd nie wie, czym jest entropia termodynamiczna (dyea ze mazna
ja wyrazié matematycznie, jak to w grubym zarysie przedsté&mil),
wprowadzenie entropii informacyjnej da Shannonomaczrn, przewag w
trwajacych (zreszt do dzk) dyskusjach dotyexych entropii termodyna-
micznej.

1.3.12. Czsto przywotywan interpretacj entropii jest potraktowanie poje-
dynczego wyrazenia -logp; = h(p;) jako reprezentacji elementarnej niepew-
nosci o charakterze ,stopnia zaskoczenia” zdarzeriitym (naturalnie, im
mniejszep;, tym wicksze nasze zaskoczenie). W ramach tej interpretaciji
wyrazenie na H(P) mee by traktowane jakosrednia warté¢ zaskoczenia”
(albo ,srednia warté¢ zmniejszenia niepewso przez obserwa¢jzdarze-
niai-tego”) dla rozktadu prawdopodoliigtwa PK). Ten rodzaj interpretacji
tatwo utzsamt z potocznym rozumieniem p@ja informacji”: jesli nie
jestémy jakas wiadomdcia zaskoczeni, to zapewne nie niesie ona ze sob
istotnej dla nas informaciji (,tak wdaie myslatem”, albo wecz ,bylem tego
pewien”), nasza niepew#f® zostala zmniejszona w niewielkim stopniu,
poniewa i tak byta ona niezbyt wysoka.

1.3.13. Inry jeszcze interpretagjentropii, znacznie bardziej formalndo

ktorej zreszt w pewnej mierze odwotdliny sk w oméwieniu wyraenia

(1.3), jest okrélenie trudnéci zgadngcia wartdci przyjmowanej przez
zmienry losowg X. Zagadnienie to jest zresziednym z wanych proble-
mow teorii informaciji i péwieca mu s¢ czesto wiele uwagi.
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Rozpatrzmy mianowicie nagujacy przyklad rozktadu prawdopodolie
stwa zmiennek:

PL=%2, P2=Y,p3=1/8,ps=1/8 f1+p+ps+ps=1).

Zastandéwmy s, ile pytar o odpowiedziach ,tak-nie” dglzie nam {rednio)
potrzeba,zeby dowiedzié sie, ktdra z czterech wartei przyjeta zmienna
losowa X? (ktére ze zdarzeelementarnych zaszto?) Analogicznie jak w
wyprowadzeniu entropii zatymy, ze powysze prawdopodobistwa &
nam znane. Oczydgie, postugujc sk wylacznie zdrowym rozglkiem,
zaczniemy od pytania ®. Srednio w co drugim przypadku powirniy
mie¢ rack. Tak wkc, w potowie przypadkow wystarczy nam tylko jedno
pytanie. J&i jednak nie zgadéimy, zapytamy 0. | zndw kedziemy miel
raci w potowie (takich) przypadkéw. Itd., itp. W rezadie, otrzymujemy
nastpujace wyraenie narednhg liczbe pytan:

Ya(1) + Ya(2) + Ya(3) = 1,75,

przy czym przed nawiasami podaty (Srednie) czstasci odgadngcia, a w
nawiasach poddiny liczby potrzebnych pyta | otéz, okazuje si, ze entro-
pia przyktadowego rozktadu prawdopodatsieva, policzona wedtug (1.2),
jest take réwna 1,75. Nie jest to bynajmniej zbieg okolmai. Mozna
mianowicie wykazé, ze

H(P)< srednia liczba pyta,tak-nie” potrzebna do zgadytia wartgci
X< H(P)+1 1.7)

zakladajc, ze zgadujcy realizuje optymals strategt (czyli, na przykiad,
nie zaczyna zgadywaod zdarzé o najniszych prawdopodobistwach).
Podobnie jak przy interpretacji entropii jako miagskoczenia, im bardziej
wyroéwnane prawdopodohistwap;, tym wiecej trzeba {rednio) pyta, zeby
dojs¢ do wartdci X.

1.3.14. Wiasné&é entropii omawiana w poprzednim punkcie j&stle zwia-
zana z teosi kodowania, réwniz rozwinieta przez Shannona. W szczegol-
nosci, zaleenosé¢ (1.7) stosuje siwprost dosredniej diugéci kodéw binar-
nych, jakie mana zastosowado zakodowania stanoéw zmienn€jW gra-
nicy, H(P) jestsredni liczba bitow, potrzeba do zakodowania (przecho-
wywania) wartéci zmiennej losowex.

1.3.15. Wana cecly entropii jest meliwos¢ jej rozszerzania na wiele
zmiennych. | tak,dczna entropia dwoch zmiennych losowyh, Y, wyra-
zona jest poprzez

H(P(X,Y)) = - Zi 2; p(x.y)) log p(%.y;)- (1.8)
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Jest to miara niepewgd zwiazana z 4cznym rozktadem prawdopodohie
stwa zmiennychX i Y, P(XY). Mozna rownie zdefiniowa entropé warun-
kowa, w postaci

H(X/Y) = - Zi Z; p(x.y;) logz p(x/y). (1.9)
Zauwamy, ze w tym przypadkygrednia (,warté¢ oczekiwana”) jest otrzy-
mana poprzez wenie przez wartei prawdopodobigstwa hcznego, pod-
czas, gdy ,stopie zaskoczenia” odnosieido prawdopodobiestwa warun-
kowego (na ile jesteny zaskoczenize x zaszito przy zaistnieniu warunku
zdarzenigy;). Korzystajc z zaleénosci na prawdopodobfestwo warunkowe i
wstawiapc otrzymane z niegp(x.y;) = p(x)p(yi/x) do wyraenia na wart&
sredni (oczekiwam) analogicznie do H(.) otrzymujemy bardzo wygedn
zaleznos¢ na entropg taczm:

H(PX.Y)) = H(PX)) + H(P(Y/X)) (1.10)
co prowadzi do wanych konsekwencji, a w tym, do
H(P(Y/X)) = H(PX,Y)) - H(P(X)) (1.11).

1.3.16. W ramach teorii opartej na poiu entropii informacyjnej definiuje
sie tez pojecie informacji wzajemneja mianowicie
I(P(Y;X)) = Zi Zj p(x.Y;) 10gz(P(%,¥1)/POx)P(Y;) (1.12)

co, po odpowiednich przeksztalceniach, opartychwpaowadzonych ji
zaleznosciach, prowadzi do

I(P(Y;X)) =
= H(PK)-HPXY)) = H(PY)-HP(/X)) =
= H(PK))+H(PY))-H(P(X,Y)). (1.13)

Zaleznosci te pokazy, dlaczego I(.) nazywana jest informaeyzajemmn:
jest to miara redukcji niepewsfa co do jednej zmiennej na podstawie zna-
jomasci drugiej. Pokazuaj one ponadtoze I(.) jest funkcy symetrycza
wzgledem zmiennycXi Y.

1.3.17. Pogcie entropii mana stosowa do cagtych rozktadoéw prawdopo-
dobieastwa, ale take, z drugiej strony, mma je stosowaw sposéb empi-
ryczny wtedy, gdy nasza wiedza o odpowiednich zmyeh ma ograniczo-
ny charakter (dotyczy to egtej sytuacji, w ktérej dysponujemy nie prawdo-
podobidgistwamip; , a tylko czstaciami o ograniczonej, na przykiad licgb
obserwaciji, ,wanosci”).

Pojccie to ma bardzo szerokie zastosowanie (jak widnwl juz — np. w

teorii kodowania), ze wzgtlu na swoje teoretyczne wlasnbzwiazane z

jego interpretag] dotyczaca zmniejszania niepewlo czy dostarczania
informacji na podstawie obserwacji poszczegolnytdrza (,danych”).
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WYKLAD Il

Podsumowanie wyktadu I. Wprowadzenie do postaci dach — pojcia
podstawowe uywane w wyktadzie. Stosunek do probabilistyki. Wied-
wymiarowos¢ i wielos¢ charakteru danych. Obiekty i zmienne. Normali-
zacja i standaryzacja. Rodzaje zad& analizy danych.

11.0.1. W wyktadzie | zapoznaliny sk z rozr@nieniem danych, informacji i
wiedzy, jako rénymi stopniami transformacji naszych obserwacjcoté-
cego swiata. Przypomniedimy sobie, ze niezalenie od przejcia da-
ne- informacje- wiedza funkcjonuje spezenie zwrotne neidzy wieda, a
danymi, pozwalajce na oceg danych i przewidywanie lub efektywne po-
szukiwanie nowych danych. Wiedzaszsktada si ze zbioru ,zatwierdzo-
nych” (sprawdzonych) danych (wiedzy encyklopedygznelacji micdzy
danymi (obiektami, ich cechami lub podzbiorami)yn@waznych ,teoriom”
lub chaby ,hipotezom”, oraz metodyki, pozwadagj na ocesa pozyska-
nych danych i pozyskiwanie lub przewidywanie innych

[1.0.2. Niezalenie od tego zapoznainy sk z podstawami teorii informacji
— entropii — Shannona, jako praktycznie jedynejtejgoory scistej metody
postpowania pozwalapej na uzyskanie formalnie prawidtiowej oceny
~Stopnia niepewngi”, a przez to i ,wartéci informacji” zwiazanej z ré-
nymi rozkladami prawdopodohistwa. Oznacza to w istocie wmisvosé
przegcia od danych do informacji, a wi@ym razie jej potencjalnej warto-
§ci, w obrbie pewnego specyficznego modelu danych i informaagn
prosty model, niezammie od swojej formalnej poprawsa, dostarcza efek-
tywnych nargdzi, na przyktad w zakresie podstaw teorii (optymego)
kodowania, czyli zapisu informacji. Poza znaczenieistorycznym oraz
zastosowaniami w specjalizowanych dziedzinach apalianych, pajcie
entropii zyskato bardzo szerokie, ¢hoie zawsze formalnie uzasadnione,
zastosowanie w wielu rodzajach zagadniebedziemy s¢ na nie jeszcze w
ramach niniejszego wyktadu powotywali.

11.0.3. Tym niemniej, wgksza czs¢ niniejszego wykladu paviecona ledzie
zagadnieniom wykraczggym poza model Shannona. Zwéne to jest
przede wszystkim z zasadniczym zaiem teorii informacji i entropii
Shannona, a mianowicie zaémiem o dysponowaniu rozkladem prawdopo-
dobieistwa (lub chéby dobrze uwarunkowanych gstcsci) zdarzé i wnio-
skowaniu dopiero na jego podstawie. Nasze raawmia dotyczy beda mia-
nowicie w pewnym sensie sytuacji o krok w&ziejszej, a mianowicie sytu-
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acji rozpoznawania struktury zbioru zebranych (ngjgej po raz pierwszy)
danych. W szczegdlny sposob tej kwestiwie@cony jest punkt I1.3 wykla-
du, w ktérym rozwaamy niektore rodzaje zaflanalizy danych.

I1.1. Postacie danych — obiekty i zmienne

I1.1.1. Przejdziemy obecnie do zarysowania zedpjakie przywieca beda
dalszym cgsciom wyktadu. Dotyczy one lgda najpierw postaci danych,
jakimi si¢ bedziemy zajmowali. Zaloymy przede wszystkinye dane mog
by¢ zapisywane w postaci elektronicznej, a w szczegoin— w postaci
cyfrowej, po ewentualnie odpowiednim przeksztatag@iakodowaniu). Nie
jest to bynajmniej zal@nie silnie ograniczage, poniewa faktycznie prak-
tycznie wszystkie dane, z jakimiesnazemy zetkaé, mog by¢ w ten spo-
sOb zapisane. Prawdae w niektérych przypadkach (utwory muzyczne)
zapis ten z trudem poddaje sinalizie, ale nie jest ona nieghava, cha na
0got jest skomplikowana. 4@ dalej, jéli dane mana zapisé cyfrowo, to g
one w istocie po prostu liczbami (lub zestawieni$iozb). Tak wec mamy
do czynienia z liczbami, jakkolwiek ich interprgeac definicje mog by¢
bardzo rénorodne. W wielu przypadkach liczby teda zatem zapisem
pewnej ,pierwotnej postaci’ danych (np. ocena stylakokach narciarskich
pochodzca od jednego zedziow), dokonanym ze wzgddw czysto tech-
nicznych, podczas gdy analiza medby¢ prowadzona zaréwno na poziomie
tego zapisu technicznego, jak i dalszych zapis@gadych jego wynikiem
(punktacja skoku uwzegtiniapca diugdé oraz agregaej ocen za styl od
réznych dziow).

11.1.2. Przyktad 1.1 Dobrym przykiadem zestawu danych, ilusioym
wiele zagadnik zwigzanych z postaciami danych, meoby¢ ,opis kliniczny
pacjenta”. Opis taki me@ zawiera: (i) wiek, (ii) ptec, (iii) wzrost, (iv) wag,
(v) temperatug ciata, (vi) cénienie ttnicze krwi, (vii) ttno, (viii) wynik
badania radiologicznego (ha przyktad w postac¢ddijlub tylko stwierdze-
nia okrelonego stanu na podstawie @p, powiedzmy — ,ztamanie otwarte
kosci podudzia”), (ix) klasyfikag jednostki chorobowej, (x) og&nocery
stanu pacjenta dokonamprzez lekarza dyirnego (np. w punktach od 0 —
.martwy”, do 10 — ,calkowicie zdrowy”, poprzez, padzmy, 3 — ,stan
podkrytyczny”, lub 8 — ,do leczenia ambulatoryjn€goDana maze by
tutaj zaréwno kada z pozycji opisu (jdi jest zaobserwowana) lubzeaty
opis. Latwo zauway¢ znaczm réznorodndé poszczegoélnych pozyciji tego
opisu. Scharakteryzujemy je nieco doktadniej w psrej tabelce.
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Tab. 11.1.
Pozycja |Zakres Charakter |Mozliwe opera- |Inne uwagi
opisu wartosci cje
i. Wiek 0-120 w Mierzalny, |Poréwnywanie, |Mozna zawzi¢ do
latach obiektywny, | operacje arytme- | kilku przedziatéw
staly tyczne
ii. Pte¢ Dwie warto- | Binarny, sa sama — inna”
$Ci obiektywny
iii. Wzrost | 0-230 wcm | Mierzalny, | Porbwnywanie, | Mozna zawzi¢ do
obiektywny, | operacje arytme- | kilku przedziatéw
staly tyczne
iv. Waga |0-200w kg | Mierzalny, |Poréwnywanie, |Mozna zawzi¢ do
ciata obiektywny, | operacje arytme- | kilku przedziatow
staly tyczne
v. Tempe- | 35°- 42 C | Mierzalny, |Poréwnywanie, |Mozna zawzi¢ do
ratura obiektywny, | operacje arytme- |kilku przedziatow
zmienny tyczne
vi. Cisnie- | Dwie liczby |Mierzalny, |Poréwnywanie, |Mozna zawzi¢ do
nie — miedzy 0 a| obiektywny, | operacje arytme- | kilku przedziatow
350 zmienny tyczne
vii. Tetno | 0-250 Mierzalny, | Porébwnywanie, |Mozna zawzi¢ do
obiektywny, | operacje arytme- |kilku przedziatow
zmienny tyczne
viii. Wynik | Opis werbal-| Subiektywny| Bardzo ograniczo-
badania |ny ne
ix. Klasy- | Kody jedno- | Dyskretny, |,ta sama —inna” Ograniczona po-
fikacja stek choro- | czgsciowo rownywalngé w
kliniczna | bowych subiektywny obrebie zblizonych
jednostek
X. Stan 0-10 Dyskretny, | Pordwnywanie
pacjenta subiektywny

Zaznaczmyze podane tutaj charakterystyki poszczegoélnych googisu
(danych lub elementéw danych), takie, w szczega@ingak ,,obiektywny”,
czy ,subiektywny”, powinny b§ traktowane z odpowiedniostraznoscia —
nie g to zadne charakterystyki formalne, a tylko elementyngcewentual-
nych danych. Tym niemniej, jest oczywiste, ,tetno” jest dam znacznie
bardziej obiektywa niz, powiedzmy, ,stan pacjenta”, nawetljepomiar
tetna jest obeizony istotnym b¢dem. Podobnie, dopuszczenie Awosci
Loperacji arytmetycznych” w stosunku do, na przgklaieku, nie oznacza,
ze dopuszczalne i sensowng dowolne operacje (np. sumowanie wieku
pacjentow, czy dzielenie wieku jednego pacjent&pmiek drugiego), ale,
ze W 0goIndci mazna na tego rodzaju danych takie operacje wykokywa
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(np. srednia wieku wszystkich pacjentéw lub w ich alkoaych grupach,
czy r&nice wieku pacjentéw).

11.1.3. Bodaj najwaniejszym aspektem konstruowania tabeli cech, tajkj
tu pokazano na przyktadzie, jest oftemie definicji poszczegdlnych cech
(np. definicji diagnostycznych poszczegdlnych jestek klinicznych). O
znaczeniu definicji dla mdiwosci otrzymywania informacji, i dalej wiedzy
— z danych, jg wspominalimy. Zauwamy, ze nawet w olgbie zarysowa-
nej tutaj w przykladzie dziedziny i to w odniesierdo, wydawatoby sj
oczywistych wielkdci (jak ciénienie ttnicze) mamy do czynienia z bardzo
szerokim wyborem, ktory jest zaley od obranego kontekstu (uniwersum).
W tym przypadku mzemy bowiem mié, na przyktad, do czynienia z jed-
nym, chwilowym pomiarem g&nienia, ale te i z pomiarem, ktory stanowi
element zaplanowanego dérego pogpowania, podczas ktéregasiienie
bedzie mierzone wielokrotnie ¢l pytanie: czy wielk& (jakby) stata — bo
jednorazowa, czy #ezmienna — bo dmlzie mierzona wielokrotnie). Inne
aspekty wyboru w tym przypadku dotyézmog uproszczonego kodowania
(np. ,niskie”, ,normalne”,...), bdZ innych sposobdw uproszczonego zapisu.

11.1.4. Jéli pozycje opisu, tak jak to zilustrowano w pasgyej tabeli, $
odpowiednio dobrze okémne i ustalona jest procedura (czasami jest to
procedura ,niejawna”, na przyktad woéwczas, gdy dzeeobserwuje znajo-
mych sobie ludzi i w pewien sposob ich charaktegzuby moze zreszt

w sposéb catkiem zlidony do podanego w tabeli) ich zapisu lub zapami
wania, to maemy juz zestawia tabet, w ktorej umieszczone zostaabiek-

ty naszej obserwacji, w tym przypadku — pacjenci:

Tab. 11.2.

Idpacjenta | i |ii | i |iv | v Vi vii | viii iX X

Jan Kowalski {38 |0 | 176| 77| 37,2 140/402 | ooox| 123/18
s. Jana

Piotr Stgks. |82 |0 | 169| 63| 36,7 108/6®1 | oooo| 246/29
Jozefa

Anna Bocian |67 |1 | 168| 82| 38,2 220/996 | ooxx| 378/04
c. Jacka

I1.1.5. Przytoczona powgj przyktadowa tabela opiséw konkretnych pacjen-
toéw jest typow ilustracph postaci danych, z jakimishnajczsciej spotyka-
my. Mozemy wéwczas moOwi o macierzy danychw ktorej wiersze odpo-
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wiadap obiektom (obserwacjorjy z& kolumny — zmiennym(atrybutom
cechonp.

Macierz talg oznaczé bedziemy przezX, za& jej wiersze, opisy obiektéw,
przezx;, gdzieilll s3 indeksami obiektéw (obserwacji) zawartych w zbéorz
I={1,...,n} (zauwazmy analogt do oznacze przyjgtych w opisie teorii in-
formacji Shannona). Poszczegdlne elementy maciexmaczone dda Xy,
kOK={1,...,m}, gdziek jest indeksem cech obiektuKa- zbiorem tych cech.
Jeili zajdzie potrzeba postugiwaniagsiniezalenie od wektorows={ X} «,
rowniez kolumnami macierzy, to oznaczaje kgdziemy przex = {Xi}i-

Tab. I1.3.
Wiersze — obiekty Kolumny — cechy (zmienne):
(obserwacje): =1 k=2 k=m
i=1 X11 X12 Xim
i=2 Xo1 Xoo Xom
i=n X1 X2 Xom

Macierz X, ktorej odpowiada zbior indekséw obiektdwdla uproszczenia
bedziemy zazwyczaj odwotywali sido tego ostatniego zbioru jako zbioru
obiektéw, chybaze keda tego wymagaly odpowiednie operacje rachunko-
we), zawierazaobserwowane opisy obiektOWalezy je jednak wyranie
odr@ni¢ od maliwych opiséw obiektéva zwtaszczavszystkichmazliwych
opisow obiektow). | tak, na przykiad, o ile w zlderopisow pacjentéw
przyjmowanych w szpitalnej izbie przyj mozna spodziewéasi wystpie-
nia zarbwno rezczyzn, jak i kobiet, czyli wszystkich mibvych wartgsci
zmiennej ,pt€”, to zapewne nie wyspia w takim (ograniczonym) zbiorze
niektére wartéci zmiennej ,wzrost”, a tate innych podobnych (mierzal-
nych, wielowartéciowych) zmiennych. 3é jednak jest do pomyenia, a
nawet zdarza siniekiedy w praktyceze zbiér opisow obiektdvX zawiera
wszystkie maliwe wartasci wszystkich przytych zmiennych (zwtaszcza,
jesli sa to zmienne dyskretne, nominalne lub polkowe o niewielu warto-
sciach), to wykluczamy w zasadzie fakozliwo$é w odniesieniu do catych
zestawié wartasci zmiennych, czyli opiséw obiektow, ktore — nayesti w
catym zbiorzeX wyczerpane bylyby wszystkie ridove wartcci poszcze-
g6lnych zmiennych — magobejmowa (i zazwyczaj obejmua) tylko nie-
wielka czes¢ wszystkich maliwych opiséw. Odpowiedai ilustracg prze-
stawia Rys. II.1.

W zwiazku z powyszym wprowadzamy pegie przestrzeni opiséw obiek-
tow, X, czyli x0X, a ponadto, jdi pojmujemy X nie tylko jako macierz
opiséw, ale i jako zbiér dokonanych obserwacjijmamy x0X OX. Prze-
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strzeh X jest iloczynem kartezfgskim przestrzeni (zbiorow waici) po-
szczegllnych zmiennych, czyli X = XxXxXgX..xXX.. XX, gdzie Xy
oznaczag zbiory maliwych wartasci (przestrzenie) poszczegdélnych cech
(zmiennych).

Rys.II.1. Zbior opiséw dlan=2 i n=7.
Wszystkie 6 wartéci x ; 3 w zbiorze,

X podobnie jak wszystkie 5 wakd X ,, a
A jednak spérdd wszystkich maiwych
5x6 = 30 opisow tylko 7 jest faktycznie
wykorzystanych (gstas¢ macierzyX =
—] 7130, tj. okoto 23,3%).

I1.1.6. Macierzowa postadanych sprawia wenie bardzo sztywnej i ogra-
niczonej. Jest ona faktycznie dopasowana dalimosci stosowania rd
nych technik obliczeniowych, mgjych na celu anakzdanych i pozyski-
wanie na ich podstawie informaciji i wiedzy. Jedrénie przecie mozna w
niej zawrze¢, przynajmniej na poziomie ,deowym”, praktycznieapwie
wszystkie aywane rodzaje danych. Nalepodkrgli¢, ze jeli jakis rodzaj
danych z trudem dajegsprzedstawd w postaci macierzowejabz reprezen-
tacja ta jest tylko symboliczna, to geamy by pewni,ze ten rodzaj danych
moze by przetwarzany i analizowany automatycznie tylkoawdzo ograni-
czonym stopniu.

Dobrym przykladem mie by tutaj analiza obrazéw. demamy do czynie-
nia (a tak jest zazwyczaj) z obrazem dwuwymiarowfonmaze on by (i
czesto jest) opisany przez: dwie zmienne pelua (pikseli) na ptaszczy
nie), X1 i X, ktérych zakres wartgi jest zaleny od wielkdgci obrazu i jego
rozdzielczdci, zmienm, waloru (szaréci), X3, 0 zakresie wynikagym z
charakterystyki obrazu (np. 10 poziomow szare- od 0 oznaczagego biel
do 10 oznaczafego czeft), orazx, — dwu- lub trzy-cyfrowy kod koloru,
naturalnego, lub sztucznego. Liczba obiektow odpowi liczbie pikseli,
czyli cardX [@ardX,. Jakkolwiek taki opis obrazu wydaje siztuczny (natu-
ralng ,macierz” jest tutaj raczej sam dwuwymiarowy obraz), jednakko-
nywane operacje odpowiadajoktadnie interpretacji macierzowe;.
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Inne watpliwosci mog Sie wiazat z opisami 0 — na pierwszy rzut oka —
zmiennej diugéci, jak na przyktad raporty kasowe odpowiagdaj poszcze-
golnym transakcjom: kala przecie maze dotyczy innej liczby produktow,
kupowanej przez poszczego6lnych klientowsliJ& maj odpowiadé po-
szczegblnym takim transakcjom, wraz z opisem zakypd mazliwych jest,
w ramach ,modelu macierzowego”, kilka rozza. Pierwsze, najprostsze,
polega na zaleniu takiej liczby kolumnr(), ktéra odpowiada najwkszej
liczbie r&nych produktéw w analizowanym zbiorze takich trdcfia
Transakcje, ktére miatyby mniepsticzbe pozycji, scharakteryzowane byty-
by przez wektoryx; zawierajce zera na dalszych pozycjach — poza pozy-
cjami odpowiadajcymi faktycznie dokonanym zakupom. Innym, stosowa-
nym rozwhzaniem jest gycie macierzyX, w ktérej liczba kolumnrf) od-
powiada wszystkim sprzedawanym (razrianym) produktom i wobec tego
transakcje tda scharakteryzowane niezerowymi wadiami tylko w ko-
lumnach odpowiadagych poszczegolnym produktom. Tak otrzymana ma-
cierz X bedzie nievatpliwie bardzo ,rzadka” (stosunek liczby niezerovwyc
elementow macierzy do jej rozmiaréw, tj. do wacionm bedzie bardzo
maty, zapewne wytaie ponkej 1%). Zauwamy, ze ten rodzaj rozvgzan i
— 0g0lniej — rozumowania stosuje sakze, na przyktad, do relacyjnych baz
danych.

[1.L1.7. W Tab. II.1 przytoczyémy pobiene charakterystyki poszczegdlnych
zmiennych, czy cech, jakie zostatyyte w przyktadzie. Okrdenie zmien-
nych jest niezwykle wanym etapem analizy danych — etapem projektowa-
nia, jakkolwiek niekiedy mze by réwniez powtdrzone ju podczas wikci-

wej analizy. Precyzyjne definicje zmiennych pozvalaa ich widciwa
interpretacg, ale take na ich prawidlowe przetwarzanie. Jest oczywiste,
juz zaznaczykmy, ze zmienna ,wzrost” nie me by¢ traktowana z rachun-
kowego punktu widzenia tak samo jak zmienna ,stagjgnta”, co zazna-
czylismy juz zgrubnie w Tab. 1l.1. Formalnie rzecz hjoy rozr@nia sk
skale zmiennych, zwjzane z dopuszczalnymi operacjami na tych zmien-
nych, podane w Tabeli 11.4.

W nawhizaniu do okréen i charakterystyk podanych w Tabeli 1.4 dodajmy,
ze skalanominalna odpowiada sytuaciji, w ktérej przypisujemy obiektom
pewne, cgsto wkcz symboliczne, nieporéwnywalne, wato cech (np.
Lblondyn”, ,szatyn”, ,rudy”, ,tysy”,...), 0 ktérychmaozemy powiedzié tylko
tyle, ze albo g takie same (,to dwie blondynki”), albge s rézne (,to tysy

i brunet”).

Skala porzzdkowa odpowiada sytuacji, w ktérej jestay co najwyej w
stanie uszeregowaodpowiednie wart@i cech (,geniusz”, ,talent”, ,zdol-
ny”, ,przecktniak”, ,kujon”, ,tepak”). Rozré@nienie me¢dzy skalamiprze-
dziatowy i ilorazowy nie jest dla nas bardzo istotne, zrgsztistocie mamy
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czsto do czynienia z sytuacjami gednimi i uznaniowymi, zwtaszcza,
kiedy danezrodiowe g od razu przeksztatlcane do celow dalszej obrobki.

Tab. I.4.

Skala Dozwolone prze- |Dopuszczalne Dopuszczalne
ksztatcenia mate- |relacje operacje arytme-
matyczne tyczne

Nominalna |y=f(x), gdzief(x) — | Réwndaci Zliczanie zdarze
dowolne wzajemnie (X = Xk) (liczba relaciji
jednoznaczne przerRéznosci rownasci i/lub
ksztatcenie (Xik Z Xik) roznaosci)

Porzgdkowa |y=f(x), gdzief(x) — | Powyzsze, oraz |Zliczanie zdarz&

dowolnascisle ro- | Wiekszaci (liczba relaciji

smca funkcja (Xk>Xik) réwnasci, rézno-
Mniejszaci $ci, wiekszaci,
(X <Xix) mniejszaci)

Przedziatowa| y=a+bx, przy czym | Powyzsze oraz | Powyzsze oraz
b>0, z& xOR; war- | rownasci roznic i | dodawanie i odej-

tos¢ zerowa przyj- |przedziatow mowanie
mowana konwen- | (Xi-Xik = Xj-Xjk)
cjonalnie

llorazowa Praktycznie dowol-| Powyzsze oraz | Powyzsze oraz
ne (czsto przyjmu-| rownasci ilorazéw| mnazenie i dziele-
je sk 0 jako ograni-| (Xu/Xix = Xi/Xx) nie

czenie lewostronne)

Za: Walesiak (2002).

11.1.8. Zgodnie z ostataiuwag z poprzedniego punktu formalne definicje
skal powinny by traktowane z odpowiednim dystansem (co nie oznaeza
mozemy sobie pozwali powiedzmy, na stwierdzeniee tysy’-,rudy” =
"blondyn”-,szatyn”). Jednak, na przyktad, nigipliwie mozemy stwierdzi,
ze r@nica midzy ,geniuszem” a ,talentem” jest mniejsza miiedzy ,ge-
niuszem” a ,kujonem”, a wanos¢ tego stwierdzenia nie ogranicza §jlko
do przytoczonego przyktadu zmiennych poikowych. W jeszcze wkszej
mierze postulat ,zdrowego ramiku” stosuje si do skal przedziatowej i
ilorazowej. W ogdlnéci — interpretacja i dopuszczalne operacje rachweko
zalezne g od konkretnego znaczenia (definicji) poszczegdinymiennych.
Nalezy jedynie absolutnie przestrzégeaz przygtych zasad, wynikagych
ze znaczenia poszczegollnych zmiennych i ich koniobt wartgci.
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[1.1.9. Czsto spotyka sirozr@nienie mgdzy zmiennymi jakasciowymt' i
Llosciowymf. Jest to, znéw, d@ nieprecyzyjne rozrdienie, wskazujce
gtébwnie na dopuszczalne operacje na zmiennych wetigsciach. Ma@na z
gory powiedzié, ze zmienne iléciowe to zmienne mierzone przy pomocy
skal — przedziatlowej i ilorazowej, ale w niektorypteypadkach — tade i
porzadkowej. Natomiast zmienne jal@owe $ na ogot nominalne, cléo
moa by¢ takze poradkowe. Tak wec mazemy, na przykiad, takie wyfaie
jakosciowe okrélenia jak ,celujcy”, ,bardzo dobry”, ,dobry”, ... zakodo-
wat (by¢ maze tylko na nasgodpowiedzialné) w postaci liczb: 6, 5, 4, ...
Jakkolwiek naley pamkgtac, ze w wielu przypadkach takie doiowe kodo-
wanie zmiennych jakmiowych jest zabiegiem niestychanie zgrubnym i
upraszczajcym, a zarazem wysoce arbitralnym, to jednak w tpaktego
rodzaju operacjeasnierzadko wykonywane. W wielu takich sytuacjach wy
stepuje wyrany ,zgrzyt” niekonsekwencji, gdy kody — jas@owy (jezyko-
wy) i ilosciowy (liczbowy) nie przystajw sposéb przekonywagy do sie-
bie, a nie istniejezadna formalna teoria pozwajap na odpowiednio do-
ktadne przeprowadzenie takiego kodowania bez poego stopnia arbitral-
nosci. Do zagadnienia teggtiziemy zresztjeszcze kilka razy wracali.

[1.1.10. Podobnie, méwimy €gto o zmiennychgiqgtych’ i ,, dyskretnych
majac na myli ciagtos¢ i dyskretnd¢ (skokowa¢, nieciagtosé) zbioréw
wartasci odpowiednich zmiennych. Zauwray jednak,ze nawet dla ,teore-
tycznie” chglych zmiennych (wzrost, waga) faktyczne zbiory ighrtasci
sa skaiczone, co wynika z zapisu wynikow pomiaru i praktyej przydat-
nosci skaiczonej dtugéci zapisu (doktadnii) tych wielkdci, czsto nie-
zbyt wielkiej (wzrost w centymetrach, waga w kilagrach, wiek w latach).
Jednoczénie — zmienne ,z natury” dyskretne mpgrzyjmowa stosunkowo
wiele wartdci (np. liczba lat nauki szkolnej). Tak ¢gi rozr@&nienie pomg-
dzy zmiennymi ciglymi i dyskretnymi staje si— w praktyce — catkowicie
wzgledne, co nie oznacza, oy mieli zapomina o jego istnieniu (np. Mo
liwos¢ doktadniejszego pomiaru zmiennychagtych, inne zjawiska doty-
czace pomiarow kddnych, itp.).

W nawizaniu do poprzedniego punktu zaznaczmy jeszezemienne dys-
kretne g nierzadko kodami zmiennych jadaowych, co wysfpuje szcze-
golnie czsto w przypadku zmiennychinarnych (albo zero-jedynkowydh

czyli przyjmujacych tylko dwie wartéci, na ogoét 0 lub 1. 3& mianowicie

nie s to wprost wartéci (ilosciowe) zmiennej (np. obecéolub brak pew-
nej cechy), to asto § wzywane do kodowania jakoiowych alternatyw
(kobieta-ngzczyzna, miasto-wig akceptacja-odrzucenie, ...).

[1.1.11. Innym aspektem opisu obiektéw jestAivaos¢ wystapieniabrakow
lub luk w danych. Mée to oznaczg ze danej wielkéci (cechy) nie udato
sie zmierzy¢. Fakt ten jest, oczydgie, rownie pewry dary (niezalenie od
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jej specyficznéci), ktéra mana anonsow@aw macierzy danych w okieny
sposoéb (np., niezbyt oryginalnie: ,-,). Istniejehcazereg prostych, ale tak

i dos¢ skomplikowanych, technik pozwadajych w lepszy lub gorszy sposéb
uwzgkdni¢ t¢ kweste. Wrocimy jeszcze do niej w dalszychegziach wy-
ktadu.

Inna sytuacja wysgpuje, gdy pewna zmienna (cecha) ,nie stosugg do
danego obiektu (np. kolor wioséw do tysego, przynaznie mamy na nmi
jego wloséw z okresu mtodo)’. Wymaga to zazwyczaj odpowiedniego
kodowania zmiennej — lub zmiennych — odrgyzh st do tego zjawiska i
przewanie nie stanowi istotnego problemu, chyba, powanie zwiksza
rozmiary zagadnienia przez dodawanie waitaemiennych lub nowych
zmiennych.

[1.L1.12. Da&¢ naturalnym aspektem danych jest ob&énznorakich bte-
dow. Wynikaja one z wielu rénych przyczyn (subiektywro, definicje,
btedy przyradéw, zmiana warunkéw, ...). Poza stwierdzeniem ufaikh
istnienia nie hdziemy s¢ nimi w tej chwili zajmowali — wgkszas¢ z nich
powinna zostaw jakis sposéb uwzghdniona w prezentowanych tutaj oraz
znanych skdinad metodach analizy danych, w tym zwlaszcza metodach
statystyki matematyczne.

[1.L1.13. P@wigcimy takze troclg miejsca kwestiiwewretrznej spojnéci
danych. Ota, jesli w opisie pacjenta mamy zestawienie: wiek — 18 la
wzrost — 154 cm, waga — 37 kg, to zamy uznéd, ze mamy do czynienia z
bardzo szczupt nastolat lub nastolatkiem. Jednak, §jete same trzy
zmienne maj wartasci: wiek — 38 lat, wzrost — 186 cm, waga — 26 ki, t
mozemy spodziew@ sie jakiegéd powanego odsipstwa, wynikajcego
badz z bkdu, ldz z zaistnienia niezwykle szczegdlnego przypadkszclee
bardziej radykalnym przejawem niespdgjoiobytoby, dla przyktadu z Tab.
I1.1-2 wystpienie nastpujacych wartéci zmiennychyv. 38.2C, vi. 130/80,
vii. 0,x. 0.

Z powyzszych dwéch przyktadow (dane ,dziwne” i dane ,abislme”) wy-
nika, ze niespdjn& danych jest w zasadzie funkdguz ustalonychteorii
wiazacych dane ze sal(np. wiek-waga-wzrost). Jest to jeden z przejawow
wplywu istniepcej wiedzy na ocendanych.

Odpowiednie metody analizy danych, zreszie odbiegajce w swoich za-
sadach od konsekwentnie stosowanego zdrowegadiazszapewniaj wy-
krycie wigkszaici sytuaciji niespojnixi. Ich dziatanie (np. proste programy
testowe) cesto @ takie same, jak przy wykrywaniu ogolniejszej kaiig
nieprawidtowdci w danych, tj. bidow.

1 Jak sk ma tysaspiewaczka?” ,Dobrze, ma dzhow fryzure” (Eugéne lonesco,
~Lysa spiewaczka”).
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Trzeba jednak zarazem stwiergjzie sam fakt wykrycia ,dziwnej” danej nie
tylko nie musi oznacZa ze jest ona kidna, ale wecz maze prowadz do
stwierdzenia bardzo waej informacji (entropial!!).

[1.1.14. Jednym z istotnych aspektow odmgyzh si do kwestii zmiennych
i ich wartaci, uwzgkdnianym w daym zakresie w specjalizowanych pakie-
tach programowych, jesiormalizacjai standaryzacjazmiennych. Dziatania
te zwhzane § z wspomnianym poprzednio postulatem porownywano
Nieco obszerniej potraktujemy ten temat przy omawialefinicji odlegto-
§ci i bliskasci. Tutaj tylko wspomnimyze obie wspomniane operacje maj
na celu, na przyktad, sprowadzenie wsete6znych zmiennych do jednego,
wspoblnego przedziatu. Ma to na celu zapewnieniéwoywalnagci miedzy
zmiennymi. Na przyklad, @i kto$ wazy 136 kg, przy wzrécie 203 cm, to
po sprowadzeniu obu tych konkretnych wéetodo przedziatéw [0,1], na
podstawie minimalnych i maksymalnych wa&diozmiennych wzrostu i wagi
w badanej populacji, niemy nieco sensowniej powiedzigaka kxdzie po-
zycja obu wspomnianych waktm: czy waga, czy tewzrost keda (relatyw-
nie, zatem) wiksze?

Innym waznym skutkiem normalizacji jegitrzymanie wielkfci pozbawio-
nych jednostekpor. wzory (11.1)-(11.4), co jest w ogole waruekn poréw-
nywalnasci wielkosci mierzonych w rénych jednostkach.

Istnieje kilka powszechnie prajfjych sposobdéw sprowadzania zmiennych
do poréwnywalnéci. Przytoczymy tutaj kilka podstawowych, wraz zpod
wiednim komentarzem. Przyjmiemy przy tym dodatkoemnaczenie, a
mianowicie wyniki bezpgrednich pomiaréw, lub inne daeddiowe, ozna-
cz& bedziemy xik, zachowuic oznaczeniey dla wynikéw normalizacji czy
standaryzacji, jako wiellkgi dalej przetwarzanych. | tak, memy stosowa
nastpujace transformacje zmiennlkjtej opisu obiektéw:

Xik = Xi/Ma X (1.2)
Xk = Xl ExXx (1.2)
X = (X - minyo)/(mavgxjc - minxjo) (1.3)
Xk = (i - BXidViXk (11.4)

przy czym oznaczenief, dotyczy centralnej statystyki rozktadu (empi-
rycznego) zmienneyy, najczsciej sredniej, jakkolwiek w niektérych przy-
padkach mge to by mediana, a nawet i moda,s24, y 0znacza wariangj
albo inrp sensown miare rozrzutu rozktadu. Transformac(ll.1) najlepiej
jest stosowawtedy, gdy wartéci yi zawarte § migdzy O a pewa dodatni
wartascia maxy. Jeli wartosci zmiennejk-tej 3 dodatnie, ale nie zaczyna-
ja sie od (lub w pobliu) zera, lecz od pewnej gkiszej wartéci, mingy..,
poréwnywalnej z may., to lepiej jest ay¢ transformaciji (11.3). Podobnie w
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przypadku transformacji (1.2) — stosujemy do rozktadéw o warteiach
nieujemnych. Transformacja ta odnosi wéttoprzyjmowane w badanym
zbiorze danych przez zmienk-ta do sredniej lub podobnej statystyki, a
zatem nie przeprowadza, jak (I.1), zbioru wéetdej zmiennej do przedzia-
tu [0,1]. J&li xi po tej transformacji przybierze wastol, to znaczyze jest
réwne, w zaleénosci od przygtego w (11.2) mianownikasredniej, medianie,
lub modzie. Z kolei, transformacja (11.3) pozwalka ugcie zbiorow wartéci
X, ktére niekoniecznieasnieujemne (chdjej sens jest znacznie szerszy ni
tylko rozszerzenie normalizacji na waitoujemne, o czym juwspomnieli-
smy). Wreszcie, transformacja (ll.4)edaca wiaciwa standaryzagj maze
by¢ stosowana do dowolnych zakreséw wégigyy, a jej sens polega na
sprowadzeniu rozktadu wakm x, do scentrowanego rozktadu §cedniej
lub medianie réwnej zeru) o jednostkowym rozprogzéwariancja rowna
jeden).

Stosujic rzne sposoby normalizacji musimy pa&tat o znaczeniu interpre-
tacyjnym transformaciji, jakie postty do otrzymania z pierwotnychyi
dalej wywanychx;.

11.1.15. Niezalenie od normalizacji i standaryzacji stosowaneirsie, na
0go6t nieskomplikowane, zabiegi zmiergag do otrzymania; w takiej po-
staci, w jakiej chcielib§my je dalej przetwarza analizow&. Jeden z takich
zabiegéw byt ju wspomniany w Tab.ll.1. Polega on na podziale zakre
wartasci zmiennej na kilka przedziatow i wyianie wartdci tylko w odnie-
sieniu do tych przedzialdw (np., wyemie wzrostu w odniesieniu doem
czyzn poprzez nagbujace, tutaj arbitralnie przyje, kategorie: ,bardzo wy-
soki” — powyzej 190 cm, ,wysoki” — mgdzy 178 cm a 190 cmgredniego
wzrostu” — medzy 168 cm a 177 cm, ,niski” — gdzy 159 cm a 167 cm, i
.pbardzo niski” — poniej 159 cm).

Zabieg ten jest usprawiedliwiony na dwa sposqhy:pierwsze— bardzo
czesto konkretna warté zmiennej jest dla nas mniej interegg (np. czy
184 cm czy 186 cm wzrostu)mbardziej zgrubnie ocenione poemie w
zakresie warti tej zmiennej, @0 drugie— rowniez bardzo czsto okrélo-
nym przedzialom wartgi zmiennej mana przypis& dos¢ powszechnie
wiasciwie rozumiane znaczenia (goja), tak jak w przytoczonym tutaj
przyktadzie. Nierzadko ten rodzaj zabieguzme stosowé& do wkcej niz
jednej zmiennej naraz. | tak, grupoje¢ odnoszcych sk do relacji medzy
wzrostem a wagy(,bardzo chuda”, ,chuda”’, ,szczupfa”, ,w normieprzy
kosci”, ,gruba”, ,otyta”, ,...") definiuje sk w sensie nie przedziatow zakre-
sOw wartdci poszczegélnych zmiennych, ale zakreséw relagjday nimi.
Postugiwanie sitakimi uproszczonymi warggiami zmiennych, odpowiada-
jacymi wartgciom o charakterze lingwistycznym (wyemiom gzyka natu-
ralnego), jest bardzo wygodne i pozwala na efekg/komunikowanie giz
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ewentualnym gytkownikiem narzdzi lub wynikbw analizy danych. Jak
zwykle, jednak, i ten kij tema dwa kace: rzadko si zdarzazeby granice
przyjetych przedziatéw byly uzasadnione w jednoznaczimweldywny spo-
séb (jak to ma miejsce, na przyktad, w przypadkiedpqciato state”,
.ciecz”, ,gaz’ — w odniesieniu do temperatury peyrsibstancji). Za
uproszczenie i madiwos$¢ tatwiejszego komunikowaniaesptacimy zazwy-
czaj arbitralnécia okreslenia odpowiednich przedziatow i ewentualnymi,
zwigzanymi z tym, problemami. Natg¢ w kazdym razie by swiadomym
kwestii zwhzanych z tego rodzaju przeksztatceniami zmiennych.

Inne przeksztatcenia obserwowanych wariteonaj na ogot charakter tech-
niczny (np. odniesienie do pewnych pkgygh norm), zwizany z zagadnie-
niami merytorycznymi dziedzin, z ktérych pochadmalizowane dane, i
nie kgdziemy s¢ nimi tutaj zajmowali.

[1.L1.16. W tym miejscu wspomnimy o movosci stosowania metod teori
prawdopodobigstwa, a zatem i statystyki matematycznej, do zhioda-
nych o charakterze podobnym do zarysowanego Otéf. kluczowe ogra-
niczenie stosowalrci tych metod jest zwzane z wymaganiami tych metod
co do rodzaju danych. Muszo by dane ,porzdne”, a wic dane o jedna-
kowym charakterze dla zdych zmiennych. Nawet mianowiciesjiemetody
statystyki matematycznej madpy¢ stosowane dla ptrych rodzajow zmien-
nych (np. ciglych, dyskretnych, binarnych), to z zasady wszgsthzpa-
trywane zmienne powinny miden sam charakter. Co ¢gkj, zastosowanie
metod statystyki matematycznej jest dalej jeszagaraczone przez fakie
istniejace wyniki z tej dziedziny z reguly wymagagalazenia podobigstwa
lub analogiczngci, albo wecz identycznéci rozkladéw prawdopodohie
stwa dla rénych zmiennych. Istnigjco prawda wyniki dla mniej wymaga-
jacych zalaen, jak rownie mozliwosci przeksztatcania zmiennych, prowa-
dzace w wielu przypadkach do otrzymania analogicznyatktadow praw-
dopodobiéstwa, ale otrzymany w ten sposob zakres ,swobodgnalizo-
waniu r&nych cech zbioréw danych jest bardzo ograniczony.

Stad, a take ze wzgtdu na szczupkt wyktadu, odwotywa sie bedziemy w
jego trakcie wydcznie do metod, magych charakter ,manipulacji” danych,
zmierzajcych do otrzymania ich ewentualnych intuicyjnieenpretowal-
nych struktur (,informaciji” i ,wiedzy”), jakkolwiekmetody te cgsto znaj-
duja réwniez zastosowanie w statystyce matematycznej, w rarhactiziej
formalnie uzasadnionych podéj

Z drugiej strony, naley pamktac, ze metody, ktére nie odwohlljsic - w
sposOb uzasadniony, a nie tylko poprzeycie sztafau pojc i definicji —
do teorii prawdopodobfestwa i twierdzé statystyki matematycznej, maj
ograniczone zastosowaniegljedzie o wnioski wyciagane z ich wynikow
(stosowalné do danego zbioru danych i ewentualnie bardzozablich
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zbioréw danych). J nasza praca ma prowadzilo ogolniejszych wnio-
skow, magcych zastosowanie szersze miyprowadzone dla pewnego kon-
kretnego zbioru danych to powidniy zatem stakasie znale¢ uzasadnie-
nie, ktore musi odwotywasig do takich paj¢ jak charakter rozktadow ¢g
stadsci, prawdopodobigstwa) i ich cechy, 41z przeprowadzi odpowiednie
testy dla innych zbioréw danych o podobnym charakiemogcych uza-
sadné szerszy charakter naszych wnioskow.

11.1.17. W tym miejscu tate odpowiednia wydaje suwaga dotycxca za-
sad stosowania wielu istnigjych pakietéw analizy danych, w tym zaréwno
najbardziej standardowych (jak np. Excel), jak égplizowanych (jak np.
SPSS). Trzeba miemianowicie na wzgdzie fakt,ze pakiety te, jakkolwiek
na ogét bardzo rozwinie i wyposaone w bardzo wiele funkcji i opcji, nie
dajg mazliwosci odpowiednio elastycznego traktowania poszczegbin
zmiennych w zatnosci od ich interpretacyjnego sensu. Jest to catkiewic
domena projektantazytkownika.

Niezaleznie od tego ograniczenia elastycgtiomusimy pamitaé przy ka-
dorazowym zastosowaniu takich aplikacji pakietowyeh odpowiednie

definicje zmiennych magw nich w ogoéle nie pasowalo naszych potrzeb,
a w kadym razie wymagaszczegolnej ostimaosci interpretacyjne;.

[.2. Odlegtdci i bliskosci

I1.2.1. Kiedy nasze daneguz (albo mog by¢) przedstawione w postaci
macierzowej, mgna zacz¢ wykonywa na nich pewne podstawowe opera-
cje. W istocie, znaczna £ tych operacji wykonywana jest przez nas
wszystkich na poty nawétviadomie w kadej niemal chwili. Méwimy tu, w
szczegolnéci, o postrzeganipodobieistwi roznic miedzy obiektami.

| tak, jesli mamy troje pacjentéw opisanych, powiedzmy, preestpujace
wartcici, odpowiednio, wzrostu, wagi i temperatury ciata:
(1) 168 67 36,9 (2) 170 69 37,1 (3) 182 98,9

to naturalnie zauwgmy, ze opisy dwoch pierwszycha sw istocie bardzo
podobne, podczas, gdy trzecizmd sie wyraznie od dwoch pierwszych. Ta
nasza dé¢ oczywista intuicja mge zostéa w prosty sposéb potwierdzona
rachunkowo: policzmy mianowicie sgnfwartcci absolutnych) rénic po-
miedzy poszczegdlnymi warciami zmiennych dla par tych hipotetycznych
pacjentow. Otrzymamy wéwczas:

[(pacjent 1)-(pacjent 2)] = |168-170| + |67-6986,9-37,1| = 2+2+0,2 4,2,
i analogicznie:
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[(pacjent 1)-(pacjent 3)] = 18+25+245;

[(pacjent 2)-(pacjent 3)] = 16+23+1 4868

(zauwamy, ze pomirglismy tutaj milczeniem faktze dodawakmy do sie-
bie centymetry, kilogramy oraz stopnie Celsjusz&go mana byto tatwo
unikna¢, stosujc normalizagj). Jak wida, otrzymalémy liczby, odzwier-
ciedlapce zr@nicowanie mgdzy, z jednej strony, pacjentem (1) i (2) oraz, z
drugiej, pacjentami (1) i (3), a ta& (2) i (3), r@niace s¢ o rad wielkosci,

co doskonale usprawiedliwia nasntuicje, ze pacjenci (1) i (2)ss,podob-
ni”, za$ pacjent (3) — wyranie od nich rany.

[1.2.2. Analogiczne operacje, pozwaleg na oceq (w tym take automa-
tyczrg) podobigstw i r&znic miedzy obiektami w ich wikszych zbiorach,
prowadz do zdefiniowaniaodlegtaici i podobigistw migdzy obiektami.
Wielkosci te s wyznaczane w sposob praktycznie taki sam, jakltistro-

walismy na przyktadzie, z, naturalnie, wieloma wariaritamcharakterze
technicznym, kt6re jednak magwoje uzasadnienie interpretacyjne.

11.2.3. Odlegté¢ migdzy obiektamii,jCI (albo, ogdlniej,xdX), oznaczéa
bedziemyd;, a j&li bedziemy s¢ odwotywa wprost do opisow obiektow, to
d(x,%), badz, powiedzmy,d(x,y). Podobiéstwo (bliské¢) tych obiektow
begdzie oznaczonsg;, albos(x,x), albo wreszcie(x,y). O obu tych funkcjach
zaloeymy, ze przeprowadzajpary punktow z przestrzet{ w nieujemne
liczby rzeczywisteZakladamy bowienze nie ma sensu mévb ujemnych
odlegtaciach lydz podobigstwach. Podobnie, w znacznejekézaici przy-
padkow ledziemy zaktadalize zarowno odlegkei, jak i bliskdci, sa syme-
trycznewzglegdem obiektéw, tj. odlegkd ,od i doj” jest rowna odlegici
,0d j doi” (d;=d;), i analogicznie dla bliskgi (5=s;), co wydaje si na
pierwszy rzut oka oczywiste.

Jakkolwiek zataenie symetryczrimi wydaje s¢ faktycznie oczywiste, nie
jest ono bynajmniej takim, a w k@dym razie nie we wszystkich praktycz-
nych przypadkach jest spetnione. Dotyczy to npegidéci, mierzonej w
sensie czasu przejazdu samochodemngdrmyi dwoma punktami miasta. W
godzinach rannego szczytu dojazdow do pracy takzoma odlegtéc d;
miedzy potazonym na peryferiach a ulokowanym w centrunm bedzie
znacznie wiksza nk d;. Innym, znanym zycia przypadkiem jest odlegi®
w jednowymiarowej i ukierunkowanej (,strzatka czgsprzestrzeni czasu
miedzy Bazym Narodzeniem a Wielkangc od Bazego Narodzenia do
Wielkanocy jest na og6t 3-4 migse, podczas, gdy od Wielkanocy do Bo-
zego Narodzenia — 8-9 miesy.

I1.2.4. W literaturze przyjmuje siczesto r&ne dodatkowe (poza nieujemno-
$cig I symetr) warunki na odlegli i podobidistwa, ktdre wywodg sig ze
specyficznych cech przestrzexj dla ktérych g one formutowane (np. tzw.
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nierownac¢ tréjkata, tj.,ze dla wszystkich,j,i’ Ol [a faktycznie — dla wszyst-
kich, dowolnychx;, X, x; O X] zachodzi nierown& d;+d;>d;;, spetniana
przez geometgi Euklidesowy i przez wiksza¢ rozwazanych przestrzeni).
My natomiast, gtéwnie ze wzglu na zupetnie dowolny charakter rozaa
nej przez nas przestrzeXi nie kekdziemy zakladalzadnych innych warun-
kow, w tym take wspomnianej nierOwrloi trojkata, poza nieujemnoia i
symetra.

11.2.5. Jéli jednak dla danego zbioru obiektéw definiujemyrnjeczénie
odlegtai¢ i podobigistwo (bliskd¢), to wymagania interpretacyjne narzuca-
ja, dla dowolnych trzech obiektowi’, i” warunek

diy <dir = s =50 (1.5)

czyli — jesli odlegtoé¢ migdzy dwoma danymi obiektami jest aksza ni
pomiedzy dwoma innymi, to ich bliskéé musi by mniejsza, i odwrotnie, co
jest zrozumiate.

11.2.6. Przy wyznaczaniu odledici miedzy skréconymi opisami pacjentéw
w przyktadzie z punktu 11.2.1 postvismy sk nastpujacym, dag¢ natural-
nym schematem:

(&) wyznacz odlegkmi (w tym przypadku rénice) dla poszczegdlinych
zmiennychk (wzrost, waga, temperatura), i rgstie

(b) zagreguj ten odlegtdci do jednej wartéci dj.

Schemat ten obowduje take i w znacznej wikszaci istniegcych definicji
odlegtaci i podobieéstw. Niekiedy, w sytuacjach, w ktérych analizowane
zmienne maj dokladnie ten sam charakter (lub zostaly do takisgmego
charakteru sprowadzone przez normaligaiib standaryzae), stosowane
sa definicje, w ktorych nie da girozdzielt tatwo etapéw (a) i (b). Na razie
jednak zajmiemy sikrétkim przeghdem definicji, w ktérym zaleymy, ze
taki rozdziat mana przeprowadzi Jest on zwlaszcza istotny w sytuacjach o
charakterze ogolniejszym:ie, w ktérych mamy do czynienia ze zmienny-
mi o jednolitych wiasngiach, to znaczy, gdy jednocmee staramy si
uwzglkdni¢ w opisach obiektéw, a ta& i w odlegtdciach czy bliskéciach
miedzy nimi, zmienne ,jak&ciowe” i ilosciowe”, nominalne i cigte, itp.

[1.2.7. Odlegtdci dla poszczegolnych zmiennyclod{egtaici czstkowg.
Dla tych wielka@ci stosowd bedziemy oznaczenidki,- orazskij. Ponkej poda-
jemy kilka okrélen, jakie bodaj najegciej wystpuja w praktycznych za-
stosowaniach.

dkij =0, Jg'll Xik=Xjk, Oraz = 1, jél Xikixjk (”6)
dkij = [xie-Xik L (1.7)
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Definicja (11.6) stosowana jest przede wszystkim ztaiennych nominal-
nych, dla ktérych moemy tylko stwierdi identyczné¢ lub r&znos¢ cech
dwoch obiektéw. Mee one by takze stosowana do zmiennych patko-
wych, j&li tak wynika z naszej interpretacji znaczenia tgomennych. Dru-
ga z definicji mae by¢ stosowana do wszystkich zmiennych, ktére w ogol-
nosci nazywamy, niezbyt precyzyjnie, jak tazjmaznaczykmy poprzednio,
Jlo sciowymi”.

Powyzsze dwie definicje wydajsie wyczerpywa wigkszas¢ okreslen fak-
tycznie stosowanych w praktyce. Inne¢gtp podawane w literaturzeg &
istocie tylko ich wariantami. | tak, pewnym wariant definicji (11.6) jest
niekiedy spotykane okékenie

dkij =0, j&li xx=x,=1, oraz = 0 w pozostatych przypadkach, (II.8)

stosowane zazwyczaj do zmiennych binarnychX{j= {0,1}. Przypisanie
wartasci zero odlegtéci tylko wtedy, gdy wartéci cechy dla obu obiektow
réowne g 1, odpowiada uznaniue wart@é O tej cechy ma charakter np.
.braku pomiaru” lub w ogole ,braku cechy” i wobezgp jej taka sama war-
tos¢ nie wskazuje na ,podohistwo” dwoch obiektow pod tym wzglem
(co, jak wid#, jest catkowicie spragvinterpretaciji).

Z kolei, definicja (11.7) wystpuje czsto w postaci
o = Do/ Omag Xpe-miny X (11.9)

wprowadzajcej element normalizacji do definicji odleg, analogicznie
do poprzednio rozpatrywanej normalizacji dla zmigin Podobnie jak i dla
zmiennych, mgemy mi€ do czynienia z rinymi wariantami sposobéw
normalizacji odlegtéci, w szczegolngi o mianownikach innych faiw

(I1.9).

11.2.8. Bliskasci (podobiéstwa) dla poszczegolnych zmiennydbligkasci
czstkoweg. W wielu zastosowaniach i w wielu poflgach (np. niektorych
opartych na teorii prawdopodohitwa) pogcie bliskaci par obiektow jest
co najmniej rownie naturalne, jak goje odlegtdci. W szczegolngi, tatwo
zauwayc¢, ze definicja (11.6) mae by niezwykle tatwo przeksztaticona tak,
by wyrazata blisk@¢, a mianowicie:

5 = 1, j&li X=X, oraz = 0, jéli XX (11.10)

gdzie po prostu zamieritny miejscami 1 i 0 z definicji (11.6). Nieco gorzej
sytuacja przedstawiagsize zmiennymi ildciowymi”, dla ktérych, na po-
ziomie poszczegoélnych zmiennych, odlggtavydaje st by¢ bardziej natu-
ralnym pogciem, a to ze wzgtu na zagadnienigkali, a wiec znéw — ko-
nieczndci pewnego rodzaju normalizacji lub odniesieniatak, j&li ze-
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chcemy wyznaczy bliskoé¢ przy pomocy definicji podobnej do (11.7), to
musimy s¢ postzy¢ dodatkovwy wielkoscia, okreilajaca skak (a take po-
zwalapca unikm¢ ujemnych wartéci bliskosci), np.

Skij = max ;- (X -Xime L - Dxik'XjkD. (”11)

Analogicznie maemy zdefiniowa skij w nawhazaniu do definicji (11.9):
5 = 1 — (e Y OmMa Xey-miny Xy D). (11.12)

W ogolnaci, jezeli z kontekstu zadania wynikae dla niektorych zmien-
nych bardziej naturalne jest oklenie odlegtdci, a dla innych — bliskii, i

w takich ré&nych postaciach dokonywane gdpowiednie operacje, to mo-
zemy stosowé& pewne standardowe przeksztatcenia, na przykiad, za-
chowane g warunki normalizaciji, to

Skij =1 —dkij orazdkij =1 -Skij (”13)

chat mazliwe 53 réwniez inne transformacije odlegio-bliskosé.

I1.2.9. Agregacja Poznakmy juz, w przyktadzie z punktu I.2.1, najprostszy
sposob agregacji odlegim (lub bliskasci) czastkowych, czyli ich sumowa-
nie. | tak, najcgsciej spotykanymi sposobami agregacji, tutaj przadsi-
nymi wyfacznie dla odleghxi, sa:

d; = = (1.14)
di = (Zd)/m (11.15)
dy = (E(d§))™" (11.16)
d; = mindy; (1.17)
dj = maxd; (1.18)

przy czym definicja (11.16), zwana uogoélnipmdlegidcia Minkowskiego,
dla ktorej zazwyczaj zaktadagsi=1, obejmuje takie bardzo znane i popu-
larne definicje (zwlaszcza, §e odlegtosci czastkowe g oparte na zmien-
nych ilcéciowych, najcktniej ciagtych) jak odlegté¢ Euklidesowa, oparta
na twierdzeniu Pitagorasa=2), czy odlegté¢ ,takséwkowa” (,city block”
albo ,Manhattan”), dlaa=1. Dwie ostatnie przytoczone definicje, agavi
(1.27) i (1.18), =1 granicznymi, wzgjdema, przypadkami definicji (11.16).

11.2.10. Naley takze pameta¢ o tym, ze zdarzaj sie sytuacje, w ktérych
pewne odlegiéci badz bliskosci sa dane ,gotowe”, nie Zaza pdrednic-

38



Jan W. Owsiski

twem ,potazen” obiektéw x, w przestrzenX. Tak mae by wowczas, gdy,
na przyklad, jednym z elementow opisu obiektoéw jestcierz odlegci
szosowych lub kolejowych rilzy danymi miejscowé&iami (lokalizacjami
obiektow), rozpatrywanymi w zagadnieniu, ktére degtasci, jak wiado-
mo, nie wynikag bynajmniej wprost z pol@nia geograficznego (a tym bar-
dziej, gdyby te odlegkei byly wyrazone, powiedzmy, nie w jednostkach
diugdasci, lecz czasu). W takich przypadkach traktujemydine” odlegtdci
czy bliskaci tak samo jak inne odledia czy bliskaci cmstkowedkij, pa-
mictajac 0 odpowiednich regutach dotycych normalizacji, sensu interpre-
tacyjnego, itp.

[1.2.11. Podane tutaj definicje odle§tn i bliskosci dalece nie wyczerpaj
zakresu wykorzystywanych definicji, zaréwno tychamwch szerzej i ay-
wanych wielokrotnie, w rinych pracach i réych zastosowaniach, jak —
zwiaszcza — definicji specjalizowanychgsto wprowadzanych dla danego
konkretnego zastosowania. Jakkolwiek dlarie odlegtéci i bliskosci
miedzy obiektami (obserwacjami) wydajeest i stusznie — by etapem
wstgpnym dalszej, ,witéciwej”, analizy danych, to jednak w wielu przypad-
kach staje gizagadnieniem samym w sobie (hiezale od znaczenia mery-
torycznego tego etapu, ktére pozostaje zawsze bdamysokie). | tak, w
niektérych zastosowaniach analizy danych wymggyah wprowadzenia
odlegtaici, na przyktad w badaniach genetycznych, wyznaezéwblicza-
nie) wartgci odlegtéci czesto jest wykonywane przy pomocy specjalizo-
wanych algorytmow optymalizacyjnych (np. wtedy, guiegicc jest zde-
finiowana jako minimum przy okg&®nych ograniczeniach z pewnego ob-
szernego zbioru rtiwych ,drég” miedzy obiektami). W takich przypad-
kach odlegté¢ nie tylko ma zasadnicze znaczenie merytorycznaldlsze-
go cihgu analizy, ale i naklad obliczeniowy, awany z jej wyznaczeniem,
moze byt decydujcy dla pracochtonrii catej procedury.

11.2.12. Przyktad 11.2 Dla zilustrowania znaczenia sposobu wyznaczania
odlegtaci i nietrywialndci tego zagadnienia przytoczymy przyktad z prak-
tyki analitycznej autora (ewentualnie zainteresowgAnwynikami, zresat
ciekawymi i wiele méwicymi, odsytam do oryginalnych publikacji: Owsi

ski i Zadrany, 2000, 2001).

Analizowanym zbiorem danych byty gtosowania Sejnfe lRadencji 1993-
1997, doktadnie: 96 pierwszych gltosawago Sejmu. Macierz danych skia-
data s¢ z niecatych 460 obiektow (wierszy), odpowiagtgch poszczegdl-
nym postom (bez nazwisk i przynatesci partyjnej). Zmiennymi byty ko-
lejne glosowaniakEl,...,96,m=96 zmiennych), a waréoiami tych zmien-
nych dla poszczegoinych obiektow-postéw byly zacaoia w trakcie gto-
sowa. Rozr@niano, zgodnie z protokotem kancelarii Sejmuw¢pjwarto-
sci” tych zachowa, czyli pie¢ wartgci zmiennych (dla wszystkich 96
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zmiennych zbior tych warfoi byt, naturalnie, taki sam). Te ¢gi wartcici
to: 1. ,za", 2. ,przeciw”, 3. ,wstrzymanie eiod gtosu”, 4. ,nie branie
udziatu w gtosowaniu [mimo obecém na sali obrad]”, 5. ,nieobeckd.
Zadaniem analitykOw byto podzielenie postéw na grwediug podobig-
stwa ich zachowaw calym zestawie 96 gtosowdbez uwzgidniania, jak
wspomniano, ich przynatacsci partyjnej).

Jednym z pierwszych zagadfibyto zdefiniowanie odlegkzi migdzy po-
stami w 96-wymiarowej przestrzeni zachawaodczas gtosowa(czyli réz-
nic zachowa wzgledem wszystkich 96 gtosowanaraz). Poniewawszyst-
kie zmienne maj identyczny charakter, wt zasadnicz sprave byto okre-
slenie odlegtéci czastkowej dla kadej z nich.

Wiemy, ze wszystkie przestrzenie opisowastkowych, Xy, k=1,...,96, skia-
daja si¢ z pkciu wartgci. Wartgci te oznaczymy przdzI=1,...,5. Poniewa
wszystkie zmienneasidentyczne co do charakteru, #meony w 0goélnéci
rozpatrywa — na zasadzie definicji odleghi czastkowych — po prostu od-
legtosci migdzy poszczegolinymi wargoiamil, oznaczone, dla uproszczenia,
d(l,I"). Aby méc takie praktyczne definicje wprowaglzmusimy oprzé si¢
na pewnych intuicyjnie oczywistych zakniach, odpowiadagych przed-
miotowi analizy.

Pierwszym takim (oczywistym chyba) zaémiem jest,ze d(l,))=0 dla
wszystkichl=1,...,5, czyli,ze j&li w jakims$ glosowaniuk-tym dwoch postéw
zachowato si tak samo IEl), to dla tego gtosowania odlegéoczastkowa
migdzy nimi wynosi zero, niezataie od tego, jaki to byt rodzaj zachowania.

Nastpnym zataeniem bylo,ze najweksz mazliwa wartascia odlegtacei
czastkowej jest 1, przy czym wygiuje ona dlal(,za”,"przeciw”) = d(1,2) =
d(,przeciw”,”za”) = d(2,1). Zatgenie to 4czy element merytoryczny (naj-
wieksza maliwa rozpktos¢ zachowa to glosowanie przeciwstawne) z
technicznym (normalizacja do przedziatu [0,1].

W tym miejscu nalgy zaznaczy, ze wstrzymanie giod gtosu jest w wek-
szaici przypadkéw w istocie opowiedzenient §i0 stronie ,przeciw” (w
wigkszasci gtosowa wymagana jest wkszas¢ ,za”), jakkolwiek doktadne
okreslenie znaczenia tego zachowania wymagatoby stweeridz(i) rodzaju
glosowania (obowizujaca Konstytucja RP przewiduje: @ie¢ (tak!) rodza-
jow wiekszasci w Parlamencie), oraz (ii) konkretnej sytuacjp (nczy wynik
glosowania nie byt z gory przgdzony na skutek okéonej ,arytmetyki
partyjnej”). Poniewa nie byto maliwe przeprowadzenie takiej analizy dla
wszystkich 96 gtosown zatarono, ze odlegtd¢ d(1,3) =d(3,1) = 1¢g, z&
d(2,3) =d(3,2) =¢, gdziee[J[0,1] jest pewnym parametrem, ktOry neoby
zmieniany (jakkolwiek pozostaje staty dla wszydtkimiennych), zajego
wartas¢ wyjsciowa zostata okiona na Y.
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Sposéb potraktowania pozostatych odlégtowraz z poprzednio jusko-
mentowanymi, pokazano na pgsgeym schematycznym rysunku, zgodnie z
ktorym odlegtdci d(3,4) i d(3,5) @ zalezne od innych dwoch parametrow,
oznaczonychd i y. Ponadto, co wynika z pierwszego z uczynionychzzat
sumy par sgsiednich odlegtéci migdzy |1=3 a pozostatymi warkciami za-
chowax nie mog przekroczy 1 (tj. d(3,1)+d(3,4k1, d(3,1)+d(3,5k1,
d(3,5)+d(3,2x1, d(3,2)+d(3,4x1).

Analiza prowadzona byta dla kilku wybranych wadioparametrowe, &1y,
poczynajc od e=1/2 orazd=y=0, w celu sprawdzenia zalesci otrzymy-
wanych wynikow od tych parametrow, a zatem i defiroraz interpretacji
zréznicowar migdzy zachowaniami postéw (zwlaszcza znaczenia zaahow
takich jak obecn& bez gtosowania i nieobeci®).

Jak wid& zatem, wyznaczanie odlegtd moze by niezmiernie istotnym
elementem procedury analizy danych, w dodatku yvesinym zaréwno z
punktu widzenia merytorycznego, jak i technicznego.

[1.2.13. Zauwamy jeszczeze macierz danycK = {xy} x maze by ,widzia-
na” réwniez w perspektywie transpozycii, tj. obrécona o’ 90 lewo. W
takiej perspektywie wiersze siagie kolumnami (obiekty — zmiennymi) i
odwrotnie — kolumny stajsie wierszami (zmienne — obiektami). Odlegio
zdefiniowane dla obiektéwebla w takiej sytuacji policzone dla zmiennych.
Jest to szczegolnie istotne wobec fakwijstniep definicje, wywodzce sé
ze statystyki, ktére zostaly spadzone dla zmiennych (por. Wyklad I: en-
tropia i informacja, teoria Claude Shannona). Najbiej znam wsrdéd nich
jest prawdopodobnie korelacja (wspofczynnik kor@lamajacy interpreta-
cje podobidstwa (oryginalnie: podobistwa zmiennych), czyli
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S5 = Zu0g =% % NZkx — (67)7) 2o — 7)), (11.19)

wyrazona tutaj widnie dla obiektéw, a nie dla zmiennych.

I1.3. Relacje

11.3.1. Bedziemy potrzebowali w wyktadzie kilku dodatkowychjg, ktore
obecnie wprowadzimy. Zaczniemy adlacji (por. Tab. 11.4). Relacjeas
zwiazkami medzy wielkdciami, stanowgcymi w pewnym sensie rozsze-
rzenie lub uzupetnienie pgjia funkcji (tzw. funkcjami zdaniowymi). Dwie
wielkosci, oznaczone i y, pozostaj w relacji R, dokfadnie: wielkéc x jest
w relacji R z wielkdicia y, co zapisujemyRy; jesli jest spetniony pewien
warunek, nazywany warunkiem relacji, lub, w skrocadach. Przykladami
konkretnych relacji (dla okéonych wielkaci) sa: ,x jest dwa razy mniej-
sze ody” oraz X jest mniejsze og".

11.3.2. Relacje mog spetnigd (lub nie) dla wszystkich elementdxy,z (X
okreslone charakterystyczne wtasio a mianowicie:

RelacjaR jestzwrotnajesli OxOX mamyxRXx (11.20a)
RelacjaR jestsymetryczngesli Ox,yOOX mamyxRy= yRx  (11.20b)
RelacjaR jestprzechodnigesli 0x,y,zZ0X mamyxRylyRz= xRz (11.20c)

O relacjiR, ktéra jest jednoczeie zwrotna, symetryczna i przechodnia mé-
wimy, ze jest relagj rownowanasci.

11.3.3. | tak, oczywdcie, relacja rowni (,x=y") jest relacy rownowano-
sci, poniewa spetnia (11.20a,b,c). Natomiast relacjagkszaici (,x>y") nie
jest zwrotna ani symetryczna, ale jest za to praécia.

11.3.4. Zal&zmy, ze mamy okréony podziat zbioruX i odpowiadajcego mu
zbiorul, na podzbioryA,Ul, g=1,...p, przy czym A=l (podzbioryA, wy-

czerpuj caty zbiorl) orazA;nAq=0, gzq’ (przecgcie dwoch ranych pod-
zbiorow A, jest puste). Podziat taki oznaczymy powiemy,ze jest on po-
dziatem wiaciwym. Wowczas dld,jO0l mozemy okréli¢ relacg, rowno-

znaczn z podziatemP, a mianowicie relagjR przynalenosci do tego sa-
mego skupienid. Taka relacja jest, oczywdgie, relacj rownowanosci.

11.3.5. Zaleznoéci definiujace relacje mog by¢ przedstawione w postaci
wyrazen algebraicznych. | tak, zatty, ze chcemy przedstawirelacy
wigkszasci migdzy obiektami o indeksachj. Wprowadzamy zmiennbi-
narm y; [{0,1} taka, zey; = 1 wtedy, kiedy obiekt jest wgkszy ni j, oraz
y; = 0 w przeciwnym przypadku. Skoro tak, to
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yi =0 (I.21a)
yityisi (1.21b)
Yi +yi—Yyi s L (I.21c¢)

W zupetnie analogiczny sposob, retasfanowica o podzialeP (y;=1 jesli i
orazj naleza do tego samego skupienig, = 0 w przeciwnym przypadku)
mozemy przedstawijako:

yi=1 (11.22a)
yij 'yji =0 (”22b)
Yi +yi—Yyis L (I1.22¢)

11.4. Zbiory rozmyte

I1.4.1. Zbiory rozmyte $ rozszerzeniem klasycznego @up zbioru. Do
wprowadzenia zbioréw rozmytych pogjumy si pojeciem funkcji px(X)
definiujacej zbidr (funkcji charakterystycznej zbioru), aambwicie px(x)=1
jesli xOX, orazpx(x)=0 jesli XX, dla okrélonego ,uniwersum’X, z ktérego
pochodz elementyx i w stosunku do ktorego definiujemy zbi&; przy
czym mamy tutakOX. Oznacza taze elemenk moze albo nalge¢ do zbio-
ru X (ux(x)=1), albo do niego nie nalet (ux(x)=0) i nie przewiduje sizad-
nych innych sytuacji. Funkcja charakterystycznaombiprzyjmuje tylko
dwie wartgci.

I1.4.2. Nieco ogdlniej, funkcja charakterystyczri@aru p moze jednak by
rowniez okreslona w taki sposob, by przyjmowaie tylko wartdci ze zbio-
ru {0,1}, ale z catego odcinka [0,1], npx(X)=0,6. MOwimy wowczasze
Hx(X) jest funkcy (stopnia) przynalenosci elementowx, nalezacych do uni-
wersumX, do pewnego zbioriX, ktory to zbior kkdziemy woéwczas wiaie
nazywalizbiorem rozmytym\W odniesieniu do definicji przynaleosci ele-
mentow do zbioréw przytoczony przykiad (ij(x)=0,6) kxdzie oczywécie,
oznaczalze elemeni nalezy do zbioruX w ,stopniu” 0,6. Jakie to jednak
moze mi& znaczenie?

[1.4.3. Zbiory rozmyte $ mianowicie w najwkszej mierze odpowiedsqi
reprezentagj poje¢ uzywanych w mowie potocznej, takich jak ,szczupta”,
~Wysoki”, ,wysoka wygrana”, ,tani”, itp. llustragj niech legdzie poniszy
rysunek, pokazgpy wartagci px(x) dla wartdci x wzrostu w centymetrach
(uniwersumX maoze by, powiedzmy, zbiér potencjalnych wastd wzrostu
w centymetrach od 0 do 250), oMiagace zbiorX odpowiadajcy pogciu
LWYSOKi":
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llustracja pogcia ,wysoki”
(X) w sensie zbiorow rozmy-
4 tych

»
|

175 185
wzrost w cm X)

Mozna, oczywicie, dyskutowd, czy osoba o wzkgie 175 cm jest ,wyso-
ka”, ale jéli ktos ma wkcej niz 185 cm, to chyba nme bezzadnych vat-
pliwosci by¢ okreslony jako ,wysoki”. Dlatego te, np. ux(180)=0,5, co
oznaczagze dla tego wzrostu rownie dopuszczalne jest stwerie,ze od-
powiada on wysokiemu wzrostowi, jake jeszcze nie.

Zauwamy, ze nie dokonadimy tutaj bynajmniejzadnego ,obiektywnego”
okreslenia co to znaczy ,wysoki”, ale po prostu zapisalj das¢ precyzyj-
nie matematycznie pewien sensowny (jakkolwiek atpliwie arbitralny)
sposo6b rozumienia tego goja.

I1.4.4. Latwo s¢ zorientowa, ze zbiory rozmyte magby¢ bardzo przydatne
przy wygodnym dla przetwarzania cyfrowego definiowa kodowania
zmiennych ,jakéciowych” i ich poszczegdéinych wadd (,bardzo wyso-
ka”, ,wysoka”, sredniego wzrostu”, ...,dulz, jak w popularnym ,técie” sity
przy pomocy gruszki giciarskiej: ,Cienki Bolek”, ,Niezdara”, ,Lalé’,
.Macho”, ,Paker”, ,Sitacz”, ,Champion”), take w tych przypadkach, gdy
dana cechatzy ze sob wiecej niz jedna zmiena (cytowany ju przypadek
,otylego”, ,przy kasci”, ,proporcjonalnego”, ,szczuptego”..., oldlen ta-
czacych wzrost, wagi budow; ciata). Podkrémy przy tym,ze takie ,roz-
myte” kodowanie ma najwkszy sens wowczas, gdy odpowiednie zmienne
Jakosciowe” g3 poradkowe i dag sie bez wikszych vatpliwosci przetary¢

na odpowiednie skale ,ifgiowe”.

11.4.5 Zbiory rozmyte mog mie¢ takze zastosowanie w przypadku oee
nia mdz szukania podziat& zbiorul o okrelonych wiasnéciach (podzbio-
ry zdefiniowaneA, jako zbiory rozmyte), i faktycznie jest to jednoich
najczstszych zastosowiaw analizie danych. Dotyczy ono, naturalnie,
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obiektowx;, co do ktorych nie ma pewsfm, do ktérego podzbioru powinny
nalezec.
11.4.6. W sytuacji dopuszczenia zbioréw rozmytyakq podzbiorowA,
powstaje pytanie, czy jestay w stanie dla nich sformutowavarunki ana-
logiczne do warunkéw (11.22), definiage tym razem podzid na rozmyte
podzbioryA,? Okazuje s, ze jest to zadanie trudne i w zasadzie guige
sig od takich warunkow, pozostawdajna ogot jeden tylko, intuicyjnie o
oczywisty warunek, a mianowicie

Sg() = 1 (11.23)

gdzie (i) jest funkcy przynalenaosci obiektéw o indeksach(przeszlimy
na oznaczenia zwZane z indeksami ze zbioludo rozmytych podzbioréw
Aq tworzacych podzialP. Warunek (11.23) oznacza po proste, dany obiekt
musi byt w catcci ,rozdzielony” pomgdzy podzbiory rozmyté,, (w szcze-
goIncici, dla zbiorow nierozmytych, mamy warunek (ll.Z3etniony przez
to, ze dla wszystkichl, pq(i)=1 dla pewnegaq i H (i) = O dla pozostatych
a).
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WYKLAD Il

Kilka stbw o sensie, rozumieniu i postaci wiedzy. ®lzaje zada analizy
danych. Zadania analizy danych prezentowane w wyktzie.

I11.1. Kilka uwag o sensie, rozumieniu i postacedry

ll1.1.1. Celem analizy danych jest uzyskanie nagpadie danych wiedzy.
Jak wspominadimy, trzema zasadniczymi elementami wiedzy (§ zaak-
ceptowany zbiér (,prawidtowych™) danych (,encyklatia”), (i) metodyka
postpowania, przede wszystkim w zakresie pozyskiwaomaych danych,
ale take ich przetwarzania (a wo wiasnie analizy danych), (iii) teorieadz
hipotezy robocze, jakie zdotano w ebie danej dziedziny ustalii jakimi
si¢ ona postuguje.

I11.1.2. Istoty teorii (hipotez) jessynteza Oznacza toze jesli tylko teoria
jest prawdziwa, meemy przy jej pomocy wyragiw stosunkowo prosty
spos6b znaczny zbiér danych (pamédnia medzy nimi), albo pewne cechy
takiego zbioru (b§ maze obejmugcego wszystkie dane).

Innym niezmiernie wanym aspektem efektywnej teorii jeshcaliwosé
przewidywania Faktycznie, jéi teoria reprezentuje powzania mgdzy
danymi, to znajc jedne, meemy wyznacz§ (w szczegOln€ci: przewi-
dzief) inne. | tak, teoria powszechnegazgnia Izaaka Newtona, wyana
w postaci wzoru na sitprzychgania grawitacyjnego (przypomnij sobie,
taskawy Czytelniku, z kursu fizyki), wie ze solp masy, odleghe i sitg
wzajemnego oddziatywania, pozwalajna pominicie niektorych pomiaréw
(np. sity), a z drugiej strony — pozwalajna wyznaczenie waci tych
pomiarow.

[11.1.3. Teorie (hipotezy) majna ogoét postapewnych modeli dz regut,

moéwiacych, najogdlniejze ,jesli A, to B” (w przytoczonym przyktadzie:
jesli masy dwdch ciat wynogszmy, i m,, a odlegté¢ migdzy ich srodkami

ciezkosci wynosi d, to sita ich wzajemnego przygania wynosiF i jest

wyznaczona przy pomocy odpowiedniego wzoru). Tamiatakie zaleno-

sci pozwalay na efektywne dziatanie (,$& zrobig to [A], to uzyskam taki
[na pewno, albo z odpowiednio wysokim prawdopodadiieem] wynik

[B]"), i dlatego wiedza jest podstavefektywnego dziatania.

l11.1.4. Zaznaczmy jednake uzyskanie w praktyce modeli (regut) o pawy
Szej postaci, w W 0 postaci dacej w istocie zapisem zaieosci przyczy-
nowo-skutkowejest niezmiernie trudne i ntiwe tylko w przypadku, gdy
jestémy w stanie przeprowadzeksperyment aktywnyo znaczy stworzy
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warunki odpowiadagce przyczynom A i obserwowaczy zajdzie skutek B
(eksperymenty fizyczne, znacznie rzadziej np. medgcw ktérych znacz-
nie trudniej jest zdefiniowladoktadnie A, a take czsto i B). W znakomitej
wigkszaici sytuacji maemy jedynie obserwowawspotwysgpowanie zda-
rzen zwiazanych z A i B, a nagpnie wnioskowd o regule ,jgli A, to B”
nie w sensie przyczynowo-skutkowym, ale tylko wiedieniu do wspohwy-
stepowania (np. korelacja).

[11.1.5. Modele lub reguty & wyznaczane na podstawie pewnych zbiorow
danych, a nagpnie sprawdzane przy pomocy innych zbioréw. Sprangz
(weryfikacja) teorii (modeli) jest niezwykle vmym elementem metodyki
kazdej dziedziny wiedzy. To wknie dlatego niektére dziedziny, np. ekono-
mii, sa czesto krytykowane z punktu widzenia teoriopoznawczegpmiewa
wypowiadane przez ich reprezentantow stwierdzemasvét, jgli jakos uza-
sadnione przez okslne zbiory danych)ssalbo z trudem, albo w ogdle nie
weryfikowalne. W tej sytuacji nie memy w ogoéle mowd o istnieniu teorii,
albo co najwyej — o istnieniu konkurencyjnych hipotez (np. "didavy
pieniadz na rynku bdzie generowat popyt, co pozwoli na zkszenie pro-
dukcji i zatrudnienia i w efekcie pozwoli gospodama wyjcie z recesji”
zestawione z ,dodrukowane piedze spowoduj wytacznie zwekszenie
inflacji, by¢ maze tylko przejciowe, azeby efekt produkcyjny byt trwaty,
trzeba kdzie stale drukowapuste pienidze”). Sama konstrukcja hipotez i
teorii powinna pozwalkana ich weryfikag}, a w szczegolriei — na ich od-
rzucenie na podstawie danych (postulat ,falsyfikimegci” Karla R. Poppe-
ra). Teorie, ktorych nie mma odrzuai (skonstruowé& dcswiadczenia,
sprawdzajcego ich prawdziwg), nie mog by¢ uznane za naukowe (czyli:
uzasadnione). To samo, oczywie, dotyczy modeli i regut.

[11.1.6. Zaleznosci otrzymywane w wyniku analizy danych slieprowadz
do otrzymania modeli albo regut 0 wspomnianej pe@rio postaci, to naj-
czesciej map one charakter tzw. ,modeli empirycznych”, czyliastych
wprost (i by maze wylacznie) na danych, bezetszej analizy merytorycz-
nej danego zjawiska, w odmdieniu od ,modeli teoretycznych”, lub wprost
Jeorii”. To czesto powolywane rozedienie ma na celu podidenie, ze
Jeorie” lub ,modele teoretyczne” wy§aiaja dane zjawiska i ewentualnie
mog dostarczy podstaw do przewidywania (zafesci przyczynowo-
skutkowe), co nie jest bynajmniej takie proste wypadku modeli empi-
rycznych, o czym jgwspominalsmy.

Nie negujc bynajmniej zasadioi przytoczonego rozedienia (nievgtpli-
wie wspolwysgpowanie jest zupetnie czyninnym niz zaleznosé przyczy-
nowo-skutkowa), nalatoby jednak zaznacéyze w zasadzie zawsze mode-
le empiryczne $ produktami wczéniejszych etapow funkcjonowaniatfy
sprzzenia zwrotnego dane-informacja-wiedza z punktéw7id, podczas
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gdy modele teoretyczne — dalszych etapow jej florkmjvania. Jest oczywi-
ste, ze zanim zostanie opracowany (,odkryty”) model tégpeeny, musi
zost& zgromadzona wiedza o charakterze empirycznym, rajpéa sé
wprost na obserwacjach, na danych. Bardzstozzalenosci o charakterze
empirycznym prowadg jednak bezp&rednio do hipotez teoretycznych, a
dalej do ,porzdnych” teorii.

Z drugiej strony caly szereg modeli zakorzenionywchauce (takich jak, na
przyktad, prawo powszechnej grawitacji Newtona) madal w daej mierze
charakter empiryczny, oparty na obserwacji, a e@dtyczny (cigle jesz-
cze nie wiemy, dlaczego wzér naggiirawitacyjr jest prawdziwy).

Wreszcie, naley zastrzec g, ze modele empiryczne, nawetljesa formu-
towane w postaci pewnych ustalonych struktur moagth (jak to st cze-
sto dzieje w ekonometrii), oznacza to na ogét tykemaliwe jest poréw-
nywanie (jakéci) odpowiednich modeli czy regut, jakkolwiek w kiérych
przypadkach struktury takie maghotby czsciowe usprawiedliwienie teo-
retyczne (np. modele przeptywdédw w handlu zagraniozmparte na zasa-
dzie grawitacji).

I11.1.7. Spotyka si réwniez rozr@nienie medzy modelami ,deskryptyw-
nymi” i ,normatywnymi”. Modele deskryptywne maga zadani@pisywa
rzeczywisté (tj. jej odpowiedni wycinek) przy pomocy wykrytycta po-
mocy analizy danych regut i zaleosci, podczas gdy modele normatywne
maja pokazywa jak naley te rzeczywisté¢ zmiend — jaki powinien by
stan lub kierunek zmian oraz jak toggsia¢ (dobor instrumentow). Oczywi-
scie, modele normatywne (g€to optymalizacyjne), mugzposiada odpo-
wiednie elementy deskryptywneeby nie by¢ oderwanymi od realidw i
faktycznie wiarygodnie projektowglepsz, naturalnie) przyszksé. To roz-
réznienie o tyle nie jest interesgie dla niniejszego wyktadue zajmujemy
sie w nim wylcznie analiz danych pochodych z rzeczywistych, istnigj
cych zjawisk i proceséw, a wd wylacznie, w myl tego rozrénienia - mo-
delami deskryptywnymi.

I11.1.8. Nie zawsze w wyniku analizy danych jesty w stanie otrzyma
dobrze uwarunkowane struktury, modele lub reguérZgmine teorie). Mae

to by¢ skutkiem wielu ranych przyczyn (zbyt ubogi zbiér danych, nadmier-
nie skomplikowany proces, ktory je generuje, istobkdy pomiaru itp.).
Staramy sj jednak uzyskastruktury (sumaryczne charakterystyki danych),
ktére cha@by w pewnej mierze przyliaja sig do dobrych, syntetycznych i
prognostycznych modeli. Ta& i z tego powodu procedura analiza danych
obejmuje szereg etapow i zrdcowanych podéf, o ktérych lkdziemy
moéwili w dalszym cagu wykfadu.
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[11.2. Niektére rodzaje zadaanalizy danych

[11.2.1. Sposob traktowania zaobserwowanych damatery w duwzej mierze
od tego, na jakim etapiectti sprzezenia zwrotnego, omawianej w Wykia-
dzie | (1.1.7-1.1.9), aktualnie jestmy. Zilustrujemy to obecnie na przykia-
dzie pewnej grupy zadaanalizy danych.

[1.2.2. | tak, w szczegOlnei, czsto stajemy przed zagadnieniem podziatu
zbioru obserwaciji (obiektow) na podzbiory, grupage obiekty o rénych
charakterystykach, ktére to podzbiory mdg¢ interpretowane jako odpo-
wiadapce r@znym ,typom”, ,modelom”, czy ,procesom”. Na przyktag
badaniach marketingowych memy by zainteresowani podziatem popula-
cji klientébw na podzbiory odpowiadgage r@nym ,typom” klientdw, przy
czym typy te g okreslone przez réne preferencje, sitnabywca, czy za-
chowania konsumpcyjne. Zatrzymamy sia tym zagadnieniu po pierwsze
dlatego,ze jest ono bodaj najegtszym na wgpnym etapie analizy danych,
a po drugie — dlategage pozwala ono na dabprezentag mazliwych za-
daa analizy danych.

1.2.3. Tak jak w 1.3 i 1.4 podzbiory zbiord oznaczymyA, Aql,
g=1,...p. J&li spetnione § warunki A;nAq, g#q’, oraz O.A=Il, czyli, ze
podzbiory g rozlaczne, a ich suma mnogmowa wyczerpuje zbiof, to
mowimy, ze zdefiniowany zostat podziat wi@wy zbioru I, oznaczony
P={Ag}4 (W dalszym cigu wyktadu, jéli P bedzie oznaczato inne pgjie
niz podziat wiaciwy zbioru obiektéwl, w szczegdlngi — inne jego podzia-
ly — to kedzie to specjalnie zaznaczone).

[11.2.4. Przy przygtych oznaczeniach memy rozr@ni¢ trzy zasadnicze
rodzaje zadaodnoszcych st do tak pogtej struktury (zbioru) danych:

Zadanieanalizy skupié: mamy dany zbidt, np. w postaci macie-
rzowej, jak w Tab. I.2. Staramyesrozpozna podziatP utworzony w taki
sposoObze obiekty znajdujce st w tych samych podzbiorach (skupieniach,
.Klastrach”) A; sa mazliwie podobne, z&obiekty znajdujce sg w réznych
podzbiorach — mdiwie rézne. Nie postugujemy siprzy tym zadra inna
(,aprioryczm) informacja poza zawartiia macierzy danych.

Zadaniedyskryminacji mamy dany zbiér obiektow oraz jego po-
dziat P, o ktérym na og6t zakladamye jest ,prawidtowy” lub nawet
~optymalny” w sensie poprzednio omowionego zadaaimlizy skupié.
Staramy si utworzye mozliwie proste funkcje (,reguly”), rozdzielage
zbiory obiektowA,, a wiaciwie zbiory By, ktore odpowiadaj zbioromA,,
ale stanowj wyczerpujcy podziat catego uniwersum, tj. zbioXu | tak, w
najprostszym przypadku, dfg2 (czyli P={ A1,A;}) w przestrzeniX chcemy
w jak najprostszy sposéb utwortziaka funkcje F, ze jelli dla danegaxdX
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mamy F(xX)<0, to x(OB;, A[1By, jesli zas F(X)=0, to x(B,, A, 0B,. Przyta-
czamy ten przyktad nie tylko ze wezdu na jego prostetzapisu, ale i dlate-
go, ze faktycznie rozwizywane efektywnie zadania dyskryminacii rsie-
zwykle proste (niewielka liczba skupieproste funkcje rozdziekge — naj-
obserwacji (prawdopodohistwa) udato s otrzym& zaleznosci dyskrymi-
nacyjne, w tych przypadkach przybieia zresz niezwykle regularne po-
stacie.

Zadanieklasyfikacji mamy dany zbidr oraz podziaP i dla nowych
obserwaciji (obiektéwxX, ktérych poprzednio nie byto w zbiortechce-
my te nowe obserwacje przypésakupieniom tworgcym podziatP, badz
tez stwierdzt, ze nie da si takiego przypisania dokoadodrzucenie obser-
wacji badz utworzenie nowego skupienia).slelysponujemy funkg dys-
kryminacji, to zadanie klasyfikacji stajeedirywialne, ale, jak wspomnieli-
smy, funkcje takie $ wyznaczalne tylko dla bardzo ograniczonej klasy za
dan, tak wic klasyfikacja musi giodbywa& przy pomocy specjalizowanych
metod, na ogot bardzo zbhtinych do metod analizy skupigmazliwosé
tworzenia nowych skupie ewentualn& likwidacji poprzednio istnief
cych).

l11.2.5. Nalezy dod&, ze bardzo ogsto, wraz zadaniem podziatu zbioru ob-
serwacji na podzbiory (skupienia, klasy) weysije zadanie identyfikacji
reprezentantow skupie(klas). Najcgsciej chodzi o obiekty, nalace do
przestrzeni (uniwersumX, ktore najlepiej oddaj charakter wszystkich
obiektow w danym skupieniu. Moéwimy wowczas na ogoéitypach” lub
»,modelach” witgciwych dla klas. Najprostszym rozyzaniem tego zagad-
nienia wydaje s by¢ wyznaczenie skupieA, a nasipnie, dla kadego
skupienia, reprezentanta w postaeidniej,

1
xd = X; .
cardA, % '

Takie rozwhzanie jest w istocie bardzo powszechnie stosowdednak
tatwo zauway¢ caly szereg trudidoi, jakie s¢ od razu pojawiaj, a zwtasz-
cza dwie zasadnicze: (i) tak wyznaczofigapewne nie dalzie naleato do
zbioru X (co jest cgsto narzucanym warunkiem), a nawet nie musizeale
do zbioruX, co jest praktycznie zawsze niedhe do zaakceptowania repre-
zentanta; (ii) optymalne wyznaczanie skugiéch reprezentantow to nie s
w ogéInaci niezalene procedury, zwlaszczasjechcemy skupienia i repre-
zentantow wyznaczyjednoczénie.

I11.2.6. Reprezentantami skupienog by¢ nie tylko pojedyncze obiekty, ale
podzbiory skupi#, ich okreglone funkcje, a w szczegdlém — modele, na
przyktad modele regresji. Memy wéwczas mowi o modelach zjawisk
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odpowiadajcych poszczegdlnym skupieniom (podzbiorom zbigju albo
regionom w przestrzenX. Takimi modelami g na przyklad, modele za-
chowa konsumenckich rych grup konsumentéw (,§& konsument prze-
znacza miesgcznie nazywnos¢ od w do z ztotych, to udziat produktéw cu-
kierniczych w tych wydatkach wyniesi®, gdziew, z, t s3 charakterysty-
kami pewnego skupienia w przestrzeni zachow@nsumenckich”), wyzna-
czonych na podstawie baddanych o konsumentach.

[11.2.7. Wymienione trzy obszerne grupy zadanaliza skupig dyskrymi-
nacja, klasyfikacja) magby¢ interpretowane w ramach omawianeitlip
sprzzenia zwrotnego danych, informacji i wiedzy namgch etapach jej
dziatania (analiza skupieprzy bardzo niewielkiej wiedzy pogtkowej,
dyskryminacja przy obszerniejszej, i klasyfikacjezyp jeszcze wikszym
zasobie wiedzy). Niezataie jednak od tego podziatu zadanalizy danych
istnieje caly szereg podziatbw, zwtaszcza szanych z postagistruktury
zbioru danych, a przeto i rodzaju wiedzy, jaki pdsimy na ich temat, lub
chcemy pogis¢. Tak wic, poza podzialem na grupy, peomy poszukiwé
(i) uporadkowania lub uporgikowan obiektow; (ii) modeli uzatniajacych
jedne aspekty (zmienne) od innych, lub jedne opiekt innych; (iii) czyn-
nikbw wyjasniajacych w uproszczony sposob zémas¢ zbiorow danych
scharakteryzowanych wieloma zmiennymi; (iv) przéddsmn przestrzeniX
prowadacych take do prostszych opiséw obiektow; itp.

Poszczegdlne rodzaje zadmog by¢é ze sobh powiazane. | tak, mzemy
by¢ zainteresowani podziatem na weimanie spéjne podzbiory obiektow
(skupienia) i jednoczaie wyznaczeniem modeli w aflrie tych skupig,
badZz ustaleniem upordkowair w przestrzeni niewielkiej liczby niezade
nych od siebie wzajemnie czynnikow.

Zadania te i metody ich rozgaywania leda zasadniczym przedmiotem
niniejszego wyktadu.

[11.3. Zadania analizy danych omawiane w ramachtagi

l1.3.1. W ramach wykladu omowimy nagujace rodzaje zadaanalizy
danych:

Porazdkowanie (rangowanie) wzglem wielu zmiennych
Analize skupiea
Analiz¢ dyskryminacyja
Klasyfikaci
Analiz¢ regresiji
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Analiz¢ czynnikows
Skalowanie wielowymiarowe

[11.3.2. Niektore z tych dziedzin oméwimy szerzepdczas gdy inne niejako
tylko zasygnalizujemy. | tak, szerzej omowimy patzowanie wzgidem
wielu zmiennych, analizskupie, analiz regresji oraz anakzczynnikowa,
podczas gdy o pozostatych grupach zZagazedstawimy tylko pobima
informacg.
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WYKLAD IV:

Porzadkowanie obiektéw. Zastosowania. Porggdkowanie wzgkdem wie-
lu zmiennych — trudndci, istniejace podefcia i metody i ich cechy.

IV.1. Poradkowanie obiektéw — zarys zagadnienia

IV.1.1. Czsto mamy do czynienia z pagkowaniem obiektow w postaci
réznych ,rankingéw”, prezentowanych w mediach. t8, na przyktad, ran-
kingi popularnéci politykéw, rankingi szkoét, wyniki zawodow sportgch
itp. W kazdym z tych przypadkoéw poszczegdline obiekty (w tylodzie) g
ustawione w znaegzej kolejndci, ,od géry do dotu”, ,od najwikszych do
najmniejszych”, lub odwrotnie. W kdym z nich réwnie miejscu zajmo-
wanemu w tym ustawieniu — upagdkowaniu — przypisana jest pewna war-
tosciujaca interpretacja (,szkotajest lepsza mi szkofaj”, ,druzynaj jest
lepsza ni druzyna j” ). Niekiedy dopuszcza simazliwosé usytuowania
wigcej niz jednego obiektu na tej samej pozycji rankingu gpgradkowa-
nia (dwa srebrne medale, miejsce ex aequo, ta Hamm punktow, itp.).
Dodajmy, ze rankingi takie cieszsie duza popularndcia, zwtaszcza, kiedy
dotycz interesujcych obiektow — a na og6h ®rganizowane i publikowane
po to, by zainteresowanie przygmc¢. Tym bardziej powinsmy sk przyj-
rze¢ zasadom, na jakicly ®ne oparte, albo na jakich powinnyhyparte.

IV.1.2. Przede wszystkim tatwo zaugyé, ze kwestia sporgzenia takich
rankingdw w praktycznie wszystkich przypadkach jeigt bynajmniej try-
wialna. Wynika to, poza ewentualnymi innymi czyramii (takimi jak bé-
dy, zrozumienie znaczenia zmiennych itp.), z jeg@jstawowej przyczy-
ny, a mianowicie istnienia wtej nz jednej zmiennej, opisagej obiekty, a
majacej (przynajmniej w teorii) wptyw na wynik rankingu

| tak, na przyktad, w zupetnie prostej, wydawalddky, sytuacji rankingu
politykbw wzgkdem popularngi, kazda z oséb wygpujacych w rankingu
opisana jest faktycznie przez trzy zmienne=g): k=1: procent responden-
tow danego badania opinii publicznej, deklacyrh sympat¢ dla danego
polityka, k=2: procent respondentéw deklammych antypate do tej osoby,
orazk=3: procent 0s6b stwierdzajch, ze tej osoby nie znaj Oczywicie,
dla kazdej uwzgtdnionej osobyi(l) te trzy wartéci powinny s¢ sumowa
do 100%, tj.0i0l: x1+x2+X%3=1, co ewentualnie unabwia nam wyelimi-
nowanie jednej z tych warla (np. xs), jako zaleénej od dwdch pozosta-
tych. Tym niemniej, pozostajnam dwie zmienne i, jak to wiemy z czytel-
nictwa odpowiednich rankingdw, nie masgic one wcale ,grzecznie” za-
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chowyw&, to znaczy, wcale nie jest tale j&sli xi;>X1, t0 X;2<X,, Zwtaszcza
w przypadku tzw. politykow ,kontrowersyjnych” (prmszauway¢, ze jed-
nym z zasadniczych przymiotéw uniwersytetu, od éeaplataiskiej Aka-
demii, jest apolityczngt).

IV.1.3. W tej sytuacji jedynymi pewnymi, jednowymiavymi rankingami
sa wyniki (niektérych — mierzalnych) zawoddéw sportaskly (a wec, np.
kolejnas¢ na mecie wedtug aginigtych czasow lub liczba punktéw w strze-
laniu sportowym), chb i tutaj malkontenci dopatrzyliby iwatpliwosci
(liczy sie ramig czy tez biust zawodnika-zawodniczki??). Wojskowy czy
harcerski ranking: ,wedtug wzrostu” jest:itdos¢ pewny. Ale ji wyniki ligi
pitkarskiej mog dostarczy przedmiotu do zywionej dyskusji: 1. sposéb
punktowania wynikow meczow: trzy czy dwa punktyzzayciestwo? a tak-
ze 2. relacja idzy punktami a stosunkiem bramek i ocena wynikzolne-
go w bramkach: np. waé goli strzelonych na wyjelzie w Lidze Mi-
strzow, hadz watpliwosci dotyczcego tego, czy bégpod uwag réznice, czy
tez raczej stosunek bramek. Nie wspominamy tutaj, raftie, takich ,za-
wodow”, jak konkursy tywiarstwa figurowego czy konkursy muzyczne (np.
odbywajcy sk co pic¢ lat w Warszawie wicig fortepianowy im. Fryderyka
Szopena).

IV.1.4. Jakkolwiek sporgizanie uporadkowan, badz rankingdw, wydaje si
by¢ marginesem dziedziny analizy danych, nie jest jednak, a to dla
trzech przyczyn: (i) jest bardzo rozpowszechnidneykorzystywane wcale
nie tylko w ramach mediow dla sprawdzenia lum@skcia popularnéci,
stanowic takze podstaw wielu innych, znacznie bardziej zaawansowanych
podefé¢ i metod; (ii) jest w istocie pewvinmetod, identyfikacji modeli o
okreslonym charakterze. | tak, np. sfewiadomo,ze od wielu lat mistrzem
Polski w boksie naelazne ¢kawice z zamknitymi oczami jest zawodnik,
ktéry zazwyczaj pokonuje w finale zawodnika na punkty, to mamy do
czynienia z pewnym modelem (regyuti fakt, ze w danym, kolejnym, roku
w finale turnieju boksu naelazne... itp. zawodnik pokonat przez zégie
smiertelne zawodnikg, a dotychczasowi finditi odpadli (w podobny spo-
sob) ju w ¢wiertfinale, stanowi bardzo istafrinformacg — obalagca mo-
del, i byt maze stanowica podstaw do stworzenia nowego modelu; (iii) jak
to juz zauwaylismy, sporzdzanie dobrze uzasadnionych upolkowai
stanowi zagadnienie nietrywialne i jest punktem éaig wielu wartgcio-
wych konstrukcji teoretycznych i algorytmoéw.

IV.1.5. Istnieje bardzo wiele sposobdw diog lub uwzgtdnienia problemu
wielu zmiennych w spogzizaniu rankingdw lub upogdkowai. Niektore z
nich skomentujemy wepnie, przed przysgpieniem do doktadniejszej pre-
zentacji metod, pownej:
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uwzgkdnienie tylko jednej zmienndgn wybieg jest najezciej
stosowany w rankingach publikowanych w mediachy pzym
trudno jest ustadi jaka jest zasadnicza przyczyna tego faktu: za-
lozenie, ze czytelnicy (widzowie) nie pojmbardziej skompli-
kowanej konstrukcji rankingu, gdyby byt on opartg wielu
zmiennych, czy tebrak kompetencji dziennikarzy; w tym przy-
padku ranking oparty jest tylko na jednej zmienke],, a pozo-
state zmiennek>1, traktowane swytacznie jako zmienne (ce-
chy) ,dodatkowe”, o charakterze ilustracyjnym, r@zane jako
podstawa do pogzlkowania tylko wtedy, gdy dla wdaiwej
zmiennej porzdkujacej mamy dla dwdch obiektow te same war-
tosci; w ten sposob wknie sporadzane g rankingi popularno-
sci politykdw; w ten rownie sposéb prezentowane ap. listy
200 przedsibiorstw” (,Rzeczpospolita ,Polityka”, ...), utazo-
ne wedtug jednej zmiennej (np. wiellad rocznych obrotéw), z
pozostatymi zmiennymi dalacymi tylko dodatkow ilustrach
cech przedsbiorstw;

sporzidzenie jednej zmiennej stangeej prosty agregat
uwzgkdnianych w ten sposéb zmiennyclekiedy stosuje si
takie proste agregaty, zazwyczaj obejpsgjjednak nie wcej
niz dwie, rzadko trzy zmienne wégiowe, z& agregaty te
otrzymywane s jako suma, iloczyn, itp. odpowiednich zmien-
nych; najoczywistszym przyktadem &u skoki narciarskie (su-
ma not za diug@ i styl), mdz jazda figurowa na #wach (suma
czy érednia not za zawarté techniczia programu i jego wyko-
nanie), ché i w innych dziedzinachaywa sk niekiedy tego po-
dejcia;

sporzidzenie agregatu wkszej liczby zmiennych poprzez bar-
dziej skomplikowane zabiegiliczanie miejsc w rankingach we-
dilug poszczegélnych zmiennych, zastosowanie wag pdla
szczegblnych zmiennych i ich sumowanie, inne przaksenia).

IV.1.6. Poradkowanie obiektowl wzgledem wielu zmiennychkK jest
scisle zwiazane z kilkoma wanymi dziedzinami matematyki stosowanej, w
tym przede wszystkinoptymalizacji wielokryterialneprazteorii wyborow
kolektywnych(spotecznych tzw. ,social choice theoty Obie te dziedziny
maja rozwinieta teori (aksjomatyka, wiasrgi, twierdzenia) i obszerne
instrumentarium (metody, algorytmy, warunki). Niedbiemy s¢ jednak
zajmowali szerzetadm z tych dziedzin ani ich wnioskami w odniesieniu do
agregacji uporgdkowai, zarowno ze wzghbu na raczej pragmatyczne ukie-
runkowanie niniejszego wyktadu, jak i jego ogranigz objetos¢. Niezale-
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nie od tego wspomniane dziedziny powinny lyrzedmiotami osobnych
wyktadéw.

Oméwimy obecnie pokrotce poszczegdélne ze zilustngwia poprzednio
dos¢ wyrywkowo podejc.

IV.2. Podstawowe metody agregacji upmizowan

IV.2.1. Poradkowanieleksykograficzne to pierwsze i zarazem najprostsze
Z poprzednio omawianych podéj Postpowanie w tej metodzie paako-
wania wzgédem wielu zmiennych jest naptijace: Najpierw uktadamy
kolejnas¢ zmiennych wedtug ich wacosci dla naszego pogdkowania, po-
czynapc od zmiennej najwaiejszej. Tak wgc zmienna pierwsza jest wa
niejsza od drugiej i ogllnie zmiennata jest waniejsza odk+1-ej. (Dla
ustalenia uwagi zaddny, ze poradkujemy wedtug malerych wartdci
poszczegodlnych zmiennych. Zausay, ze nie ogranicza to w niczym ogol-
nosci naszych rozwaan, poniewa zawsze mgemy przejé od poradkowa-
nia ,w doét’ do poradkowania ,w go¢” — i odwrotnie — przez zmiarznaku
wszystkich wartéci zmiennej dlal.) Nastpnie dokonujemy pordkowa-
nia wedtug zmiennd§=1, to znaczy wedtug waroi x;;. Kiedy natykamy si
na sytuagj, w ktorejx;=x;, to sprawdzamy warfoi x;, orazx;, i, analogicz-
nie jak dlak=1, j&li X, > X, toi poprzedza w uporadkowaniu. Gdybymy

i dlak=2 natkrli si¢ na réowne wart@i danych k.,=x;), to przechodzimy do
zmiennejk=3 i sprawdzamy, czy; > Xs. Itd., itp. Nazwa porglkowania
leksykograficznego pochodzi od kolefgd (ewentualnego) rozwania
zmiennych, zgodnie z kolejécia czytania wierszami, od lewej do prawe;j.
To podejcie ma szereg zalet: przede wszystkim jest intoieypiezwykle
proste, nie wymagaadnych dodatkowych operacji na wadiachxy, ktore
sa porownywane tak, jak je otrzymano petkowo, a poza tym jest bardzo
proste algorytmicznie (jakkolwiek sprawami algorgimn na poziomie po-
rzadkowania i sortowania oraz ich optymalizacji niglhiemy s¢ tutaj zaj-
mowali).

IV.2.2. Istoty, wady tego podeicia, jeli jest ono stosowane do zmiennych
przybieragcych wiele wartéci w obrbie zbioruX (a wic przede wszyst-
kim zmiennych ilédciowych formalnie rzecz bigc ciagtych) jest faktyczna
marginalizacja zmiennych poza pierwsZ ak s¢ dzieje, gdy prébujemy
zastosowa porzdkowanie leksykograficzne do tworzenia rankingévd{o
miotoéw ekonomicznych, na przyktad na podstawie kaigdi obrotow, zysku
netto, zwrocie na matku, liczbie zatrudnionych, itp. Pierwsza z uwzjl
nianych zmiennych catkowicie wyznacza upoikowanie, ktére w teorii
miato uwzgkdniat wigcej zmiennych, chybage jakims zupetnym przypad-
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kiem dwa obiekty bda mialy t¢ sam wartas¢ tej pierwszej, decydagej
zmiennej, i wowczas, dla tych dwoéch obiektéw, odamoy sé do zmiennej
drugie;j.

Tak wigcc poradkowanie leksykograficzne, §& ma by faktycznie porzd-
kowaniem wzgidem wielu zmiennych, powinno égtosowane do danych o
obiektach opisywanych przez zmienne, ktore przyjmipwielka liczbe
wartcsci. Wowczas konieczr§é poréwnywania wartei dla kolejnych
zmiennych zdarza sibardzo czsto. Dobrym przykladem takiej sytuacji
moze byt préba ustalenia kolejoi uczniéw w klasie lub w szkole wedtug
stopni naswiadectwie, pod warunkienge potrafimy uszeregowaprzed-
mioty wedtug ich wanosci. Poniewa mamy do dyspozycji (n&wiadec-
twie) tylko pie¢ ocen, a ponadto rozklady ocenmajczsciej silnie skoncen-
trowane na warteiach bliskich srodkowi” (dostateczny, dobry) vt ,re-
misy” beda bardzo czgste. Dla ba rdzo wielu uczniéw trzebedhie s¢gat
po oceny nie tylko z drugiego, ale i trzeciego, a#ego itp. przedmiotu,
aby moc ustadi ich kolejngé. Nie wykluczy to przy tym madiwosci zaist-
nienia ,remiséw” take i dla uporadkowania wedtug wszystkich zmiennych
(przedmiotow).

Istnieja wszake réwnie stosunkowo proste metody, pozwat@ na
uwzgkdnienie wszystkich zmiennych bez ich przeksztakannane j& od
dawna i stosowane, jakkolwiek niekoniecznie w ogdlpogtej dziedzinie
rangowania wielowymiarowego, tak w odniesieniu do zmiennych quasi-
ciagtych, a w kadym razie przybieragrych wiele wartéci.

IV.2.3. | tak, pierwsza z tutaj prezentowanych rdejest pochodfn metody
wyznaczania wynikdw glosowania, zaproponowanej geszw potowie
XVIII wieku przez Bora. Stosowana jest ona, jako metoda uzupejosgjw
sedziowaniu tgwiarstwa figurowego (metodsumy miejsc

Dla kazdej zmiennejk=1,...m, opisupcej obiekty, wyznaczamy ranking
(uporzdkowanie), otrzymujc w ten sposéim uporzdkowar. Na podstawie
tych uporadkowar mazemy kademu obiektowi w kadym uporadkowa-
niu k przypis& ,miejsce”, liczone od miejsca 1, zajmowanego, zgedz
poprzednim zatzeniem, przez obiek{k) taki, ze X = maxx, czyli obiekt
charakteryzujcy sk najwicksz wartccia danej zmiennej. Zakymy dodat-
kowo, co jest d& naturalneze miejsca maog by¢ ,dzielone” (ten sam nu-
mer miejsca) przez obiekty o tych samych wanich dla danej zmienne;.
Miejsce ostatnien, przypisane &dzie — jéli dla danej zmiennej wszystkie
wartasci xx Sa rozne — obiektowi, dla ktérego waktodanej zmiennej jest
najmniejsza. ¥ zatem oznaczymy miejsca obiektéwv rankingach czst-
kowych otrzymanych dla poszczegdlnych zmiennychbrzez ok, bedace
liczbami naturalnymi, to mugone spetni@warunki
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Oi,jO0: 0k < O = Xk > X 0w = O = Xi = Xk

tatwo sk juz w tym momencie don¥jec, ze ranking zagregowany zostanie
otrzymany na podstawie waftd wyrazen 3,0k = &, & WkC ,Sumy miejsc”
poszczegodlnych obiektow ]l uzyskanych w rankingach wedtug poszcze-
go6lnych zmiennyctkK, w analogiczny sposéb, w jaki na podstawie poje-
dynczychxy otrzymalémy oy. Zasadnicza thica polega jednak na tyme
miejsce pierwsze w tym zagregowanym rankingu zapbiekt (lub obiekty)

0 najmniejszepvartaei w.

IV.2.4. Mazha st — przez chwi — zastanawig dlaczego taki algorytm
porzdkowania jest uwaany za nie tylko wigciwy, ale i korzystny. tatwo
jednak zauway¢, ze

(i)

(i)
(iif)
(iv)

przede wszystkim omijamy przy jego pomocy hadnego kto-
potu trudne zagadnienie nieporownywaditioskal poszczegol-
nych zmiennych (meemy rozwaaé, powiedzmy, zmienne o
skali [0,1] i [-283, +100], bez konieczfw sprowadzania ich do
poréwnywalngci);

agregacja jest bardzo prosta (suma miejsc) i inie das¢
oczywista,

ten rodzaj agregacji, jak to dalej zobaczymy, pdawaa
znaczn elastyczné jej traktowania;

wszystkie operacje, jakie sv ramach tego algorytmu wykony-
wane, § bardzo proste (poréwnywania, sumowania, itp.).

IV.2.5. Zatrzymajmy si obecnie na chwjl nad zagadnieniami, jakie wyta-
niaja sic przy agregacji uposrlkowan dla wielu zmiennych, a na jakiezjw
pewnej mierze natkismy sk, omawiajc przedstawione uprzednio dwa
podefcia (leksykograficzne i sumy miejsc). | tak,

(1) najpierw podkrémy, ze poradkowanie nie mze by stosowane do
zmiennych nominalnych; jedynym dopuszczalnym razamiem jest w
tym przypadku sposzizanie osobnych upardkowan dla poszczegdl-
nych wartdci zmiennych nominalnych, poniewaie maemy doko-
nywat poréwna pomigdzy tymi wartgciami;

(2) projektowane i gywane metody mugzuwzgkdniat zréaznicowanie
skal wielkaci poszczegolnych zmiennych, tak, aby faktycznieega-
cja uporadkowar dokonywana byta stosunku do struktur poréwnywal-
nych (w metodzie leksykograficznej omijamy ten peob przez odno-
szenie si do kolejnych zmiennych wytznie w sytuacji ,remisu” dla
poprzedniej, rozpatrywanej zmiennej,§z& metodzie sumy miejsc
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rozwazamy miejsca w rankingach wedtug zmiennych, a nigaéei dla
tych zmiennych);

jednoczénie, przy sporgdzaniu rankingdw wzgtlem wielu zmiennych
moze by jednak wanym, jakie wartéci przybieraj zmienne dla po-
szczegolnych obiektéw (na przyktad, w odniesierduodtatnio prezen-
towanej metody Bordy, czyli sumy miejsc, w sytuagily co prawda
wsréd trzech rozwzanych zmiennych obiekt byt dwa razy [nieco]
»gorszy” od obiekty, ale w jednym przypadku byt od niego ,lepszy” i
wowczas ranica medzy nimi byla bardzo dia — to czy, i j&li tak, jak
uwzgkdniat ten fakt?);

w wielu przypadkach chcieliByny sterowa swiadomie wagami (wa
noscia) przyktadanymi do poszczegolnych zmiennych i delsytoby,
zeby metody pozwalaty na takie sterowanie, nawditie jest ono ko-
nieczry czescia sktadova metody (w metodzie leksykograficznej spra-
wa ta zostala zalatwiona przez sztywne przypiskolejngsci zmien-
nych, oznaczape bardzo die zr&nicowanie wag kolejnych zmien-
nych, natomiast w metodzie sumy miejscziivee jest otrzymywanie
wartaci ) jako sumy waonej (kombinacji liniowej) miejsc otrzyma-
nych dla poszczegéinych upadkowar czastkowych wedtug kolejnych
rozpatrywanych zmiennych, tj.

W = Z W Oik,
gdzie wy sa wagami (wanosciami) przypisywanymi poszczegolnym
zmiennymk, spetniagcymi czsto narzucany dé oczywisty warunek
2w, =1;

dodatkowo chcielib§my (a g to wymagania o charakterze technicz-
nym), zeby wynik otrzymany byt jako efekt stosunkowo tatpojmo-
walnej procedury, ktéra me bez probleméw zostgrzedstawiona, np.
nieprofesjonalnym decydentom, a zarazem, co jggnhzalisko zwaza-
ne,zeby jego otrzymanie nie wymagato jakicimudnych oblicza;

IV.2.6. Naturala konsekwengj checi uporzdkowania obiektow wzgbem
wielu zmiennych jest spagdzenie jednej zmiennejgllacej suma wazom
(kombinacy liniowa) wszystkich uwzgldnianych zmiennych. Na milp-

wos¢ realizacji takiej podstawy do agregacji upgtzowai zwracalsmy juz

uwag: w kontekécie metody sumy miejsc (postulat (4) w punkcie 18)2
Obecnie zajmiemy ei,czysty” postacy tej metody. Odwotuje siona mia-
nowicie nie do wart&ci miejsc o, ale wprost do wartei danychxy, na
podstawie ktérych otrzymuje esizagregowas wartas¢ charakteryzujca
obiektyi, oznaczoaw;, a mianowicie:

Wi = 2 WXk,
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i dla tak otrzymanych warfoi w; dokonuje si koncowego porzdkowania,

Latwo zauway¢, ze tak pogte i zastosowane wagi musz uwzgkdnia,
poza samymi warkziami zwhzanymi z zataona lub ,,obiektywra” wazno-
§cia poszczegolnych zmiennych, fa&k kwestg normalizacji zmiennych
(wstepnego wyréwnania wag wyranych niejawnie poprzez skale waxtb
zmiennych). Maemy zatem mowi o tych wagachw jako iloczynachwy =
wx My "™ gdzie w*, jest wag wiasciwa (wspoétczynnikiem wznosci)
zmiennejk, za w"°"" jest jej parametrem normalizacji (na przyktag®™ =
1/maxxy), sprowadzajcym do porownywalrsei.

Dalsz konsekweng konieczndci normalizacji jest utrata — w pewnym
stopniu przynajmniej — ,naturalda” wag przytazonych wprost do wartei
zmiennych. Dotyczy to mianowicie postulatu (3) nkw 1V.2.5: po doko-
naniu normalizacji trudno jest name storientowa, jaka role odgrywa w
ostatecznym uposglkowaniu dana zmienna ixdice wartéci wedtug tej
zmiennej m¢dzy poszczego6lnymi obiektami. A przezieo wianie chgé
zachowania proporcji reilzy wartgciami dla poszczegolnych zmiennych
jest zasadniczym usprawiedliwieniem zastosowaniaodye wazonych
zmiennych, w odrinieniu od metody wanych rankingéw, tj. metody su-
my miejsc. Widzimy zatemze w doborze odpowiedniej metody agregacji
uporzdkowar musimy &¢ na pewnego rodzaju kompromisy.

Zauwamy jeszczeze metoda wzonej sumy miejsc i sie od metody
wazonych zmiennych ,tylko” kolejngcia postpowania, bowiem w pierw-
szej z nich mamy:

Xk —» Ok — [W] - @ - 0
z& dla drugiej:

Xk - [W] - wi - 0.

IV.2.7. Kazda z jui przedstawionych i dalej jeszcze rozpatrywanychoghet
ma wswietle przedstawionych warunkéw i wymagpewne zalety i wady.
Bedziemy je komentowali przy pomocy zaprezentowanpgoizej akade-
mickiego przyktadu.

IV.2.8. Przyktad IV.1Zatemy, ze dysponujemy nagtujacymi wartgciami
danych, opisujcych pewien zbior obiektéw (w tym wypadku — kandia
do przygcia do pracy na stanowisko asystentki dyrekcji wipeg nieduej,
ale dynamicznej firmie):
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Kandydatki| Wiekl Wyksztat-Doswiad | JezykP | Kompu-| Wrazenie
cenié czenié ter® ogélné
Inwencja A.| 27 2 2 1 2 3
Porcja B. 25
Kwintessen- 24 3 1 2 1 4
cja C.

Deucja D. 19 1 0 1

Kollacja E. 31 4 3 1 4

RedukcjaF| 28 2 2 3 2 3
Wallencja G| 57 3 5 1 1 2

Uwagi do skal i znaczenia poszczegoélnych waitdiczby punktow dla
przywotanych zmiennych:

"Wyksztatceniel — érednie, 2 —rednie z ,kursami”, 3 — licencjackie lub
inzynierskie, 4 — peine wgze;

’Doswiadczenie 0 — pierwsza praca; 1 — do dwdch lat pracy ugednpra-
codawcy; 2-5 — dliszy sta pracy u kilku (ale niezbyt wielu) pracodawcow;

%Jezyki (obce, ché dobra znajomi polskiego nie jest od rzeczy): 0 — brak
znajomdci; 1 — podstawowa znajorfibjednego (angielskiegoyiyka; 2-4
— lepsza znajono jednego lub wikszej liczby gzykow;

“Komputer 0 — brak znajomii; 1 — podstawowe obeznanie z Wind#s
2 — praktyczne podstawy Wortfai Exceld’; 3-5 — wikszy zakres umie-
jetnosci i praktyki;

*Wrazenie ogdlne 1-6 punktéw na podstawie rozmowy z kandydathp.
pewngc¢ siebie).

Zmienna wieku zostata przywotana, poniewaystpita w ogtoszeniu
(»...poszukujemy kandydatki w wieku 25-29 lat...&e (1) nie byla w isto-
cie traktowana w sposob absolutny, a zarazem 2pb#& byto ¢ zmienry
jakos uwzgkdni¢. Mozna byto, na przyktad, zakodowaviek kandydatek w
ten sposobzeby przyznawa punkty wedtug nagpujacego schematu: 2
punkty, jeli x:[25,29], 1 punkt, jéi x10[21,24]0[30,36], oraz 0 punktéw
w pozostatych przypadkach. (Zaumay, ze nie interesuje nas logika kagp
si¢ za tymi wymaganiami dotygezymi wieku, podobnie, jak nie wnikamy w
powody przyznawania tych, a nie innych liczb pumkita podstawie ,Wra-
zenia ogoblnego”.)
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Nalezy zauway¢, ze dla takiej punktowej skali wszystkich zmiennyelbg-
trahupc od dd¢ trywialnego faktuze uszeregowanie jest tutaj odwrotne od
zalazonego w opisie metod) memy by usprawiedliwieni, j&i po prostu
zsumujemy punkty dla poszczegoélnych zmiennych (detzsto stosowa-
na przy ré@nego rodzaju egzaminach, z czym tutaj, faktycznmiamy do
czynienia, a rGwnowaia sumie po zmiennych z rownymi wagami). W wy-
niku takiego dziatania otrzymujemy liczby punktowkpzane w pierwszej
kolumnie pontszej tabeli. Kolejne kolumny pokaaujvyniki dla innych
metod (w nawiasach kwadratowych pokazano miejsegymikowych upo-
rzadkowaniach, z uwzgtinieniem miejsc ex aequo):

Kandydatki Suma| Suma | Leksyko- | Suma wa-| Suma wa-
punk- | miejs¢ | graficznié | zona (1} | zona (2f
tow
Inwencja A. 12[3]| 15]3] [5] 1,9 [4] 2,0 [5]
Porcja B. 12[3]| 15]3] [6] 1,85 [5] 2,0 [5]
Kwintessencja| 12 [3] | 15 [3] [3] 2,0 [3] 2,2 [4]
C.
Deucja D. 9 [4] 18 [5] [7] 1,25 [6] 1,7 [6]
Kollacja E. 16 [1] | 12[1] [1] 2,8[1] 2,85 [1]
Redukcja F 1412]] 13[4] [4] 2,3[2] 2,4 [2]
Wallencja G. 12[3]] 16[2] [2] 2,3 [2] 2,35 [3]

! uwzgkdniajac miejsca ex aequo;

2 miejsca w upormkowaniu leksykograficznym wedtug kolegw z po-
przedniej tabeli, z przesugiem zmiennej wieku na ostatnie miejsce

3 wagi: wyksztatcenie: 0,25; daiadczenie: 0,2;gzyki: 0,2; komputer: 0,15;
wrazenie ogolne: 0,1; wiek: 0,1

4 wagi: wyksztatcenie: 0,2; dwiadczenie: 0,2;¢zyki: 0,2; komputer: 0,15;
wrazenie ogolne: 0,2; wiek: 0,05

IV.2.9. Jakie wnioski mma wysni z tego przydiugiego przyktadu? (presz
zauway¢, ze ten przyktad, niezataie od swojej akademickoi, nie jest
»Ztosliwy”, tzn. nie zawierazadnych rozm§lnie utazonych ,dziwngci”). A
wiec, po kolei, nie pomija wnioskdéw pozornie trywialnych:

(1) wyniki otrzymane przy pomocy #@ych metod rénia sig migdzy
sohy;

(2) istnieje zatem midiwos¢ manipulacji (np. osoba prowagta wy-
wiad, najwyraniej — dla nieznanych przyczyn — wysoko ocequaj
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p. Deucg, mogtaby probowa przeforsowad metod leksykogra-
ficzna, przy zatgeniu, ze pierwsz rozpatrywan zmienry bedzie
wiasnie ,\Wrazenie ogodlne”);

(3) niewatpliwie to wiasnie w ramach poeglkowania leksykograficzne-
go najtatwiej jest dokonywamanipulacji (wystarczy, by pewien
obiekt byt ,najlepszy” wedtug chiby jednej zmiennej, to nawet je-
$li jest ,najgorszy” wedtug pozostatych, mma go ustawi na naj-
wyzszej pozycji rankingu); wéwczas jednak taka marapjal ledzie
najbardziej widoczna;

(4) pewne maliwosci manipulacji daje tale metoda sumy wanej, ale
w tym przypadku oggniecie wyniku podobnego do padkowania
leksykograficznego wymagatoby w istocie zaprzeaesgnsu me-
tody sumy waonej; maliwosci manipulacji w ramach metody su-
my wazonej wzrastaj istotnie w przypadkach, w ktérych chodzi o
stosunkowo niewielkie ,przeswtia” w koncowym uporzdkowa-
niu z punktu widzenia koniecznych zmian w waciach odpowied-
nich wag;

(5) jednake w ramach ,rozginych” metod i procedur, §& tylko zbior
danych przejawia odpowiednio wyrgy charakter (w tym przypad-
ku: niewgtpliwie wiodaca pozycja Kollacji), mdiwe jest uzyskanie
wyniku charakterze ,,obiektywnym”;

(6) metoda sumy miejsc nie wymaga camia wag, co jest jej nietr
pliwa zalety (chyba,ze wagi w sposob ,naturalny” wynikajz ja-
kichs innych przestanek), ale za to metoda sumyonej pozwala
na analiz ,wrazliwosci” rozwiazan na rozktad wag (np. odpowied
na wane czsto pytanie: ,czy istnieje taki rozktad wag, pragtym
obiekti znajdzie si na pierwszym miejscu rankingu, d@ljdak, to
jaki?”); jesli rozwiazanie (uporzdkowanie zagregowane) jest bar-
dzo wraliwe na rozktad wagWi}, czyli niewielka zmiana warfoi
wag powoduje istotne zmiany w upadkowaniu, to nasze upad-
kowanie zagregowane jest stabo uwarunkowane Zentmy¢ tatwo
poddane w wtpliwosc.

IV.3. Dalsze rozwinicia metod porgdkowania wielowymiarowego

IV.3.1. Omoéwilismy poprzednio wiiwie wszystkie zasadnicze, stosowane
praktycznie, metody agregacji upadkowa, jakkolwiek, po pierwsze, nie
we wszystkich przypadkach rankingi astkowe wysipowatly w postaci
jawnej (np. w algorytmie sumy anej nie miekmy do czynienia z upo-
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rzadkowaniami wedtug poszczegoélnych zmiennych), a pogié — nie
omowilismy niemate wcale zagadnieszczegdtowych, odnoszych sé do
kwestii stanowqcych przedmiotoptymalizacji wielokryterialngjczy tzw.
social choice theorya wic zwiazanych z formalnymi wtasgoiami metod.
IV.3.2. Przejdziemy obecnie do oméwienia kilku gm$tzadania porrko-
wania wielowymiarowego i zwranych z nimi metod, w ktérych wiaie
uporzidkowania cgstkowe wystpuja wytacznie w sposob niejawny.
IV.3.3. Przykilad IV.2 Pierwsza z omawianych postaci zadania zilustrujemy
nastpujacym przyktadem: niech obiekty=1,...,8 kda opisane dwiema
zmiennymi (dwie zmienne pozwadana ilustragi na ptaszczinie), k=1,2,
przy czym wartéci xix Sa jak pokazane czarnymi punktami na peziym
rysunku:

=2 rosta rzutowanis,

. .
NN

k=1

\ 4

Wartgici zmiennej zagregowanej otrzymujemy poprzez zrzatioe potaen
punktow x, na pewn prost, za& potazenia rzutOw na tej prostej stanawi
podstaw do uporadkowania wielowymiarowego (w tym przypadku: dwu-
wymiarowego).

IV.3.3. Latwo s¢ zorientowa, ze — czego jednak nietiziemy dowodzili —
zilustrowane tutaj pogpowanie jest w istocie rOwnowirae sumie wzonej
po wartgciach zmiennych. Wagi przypisane poszczegdinym anyim
odzwierciedlaneasprzez nachylenie prostej rzutowania (w przypadigkw
szej liczby zmiennych: nachylenie odpowiedniej hygeszczyzny rzutowa-
nia). Jednake w tym przypadku wagi zostaly wyspecyfikowane wispo-
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séb jawny, poprzez ich zadanie przez analityka siecjalist z danej dzie-
dziny, lecz jako wynik pewnego pepbwania analitycznego, maego
przynajmniej pozor obiektywroi. Dalej, ja&li pamigtamy, ze rzutowanie
jest czynnécia, ktorej wynikiem jest najkrotsza droga do danegort
geometrycznego (tutaj: do prostej, lub hiperptagzoy), to maemy cate
postpowanie wyrazi w nasgpujacej, nieco uogdélnionej postaci, megj
charakter zadania programowania matematycznego:

dla zadanych; = {Xy,...Xim} Znalez¢ takieo, i=1,...n, dla ktérych osignie-
my

min Z;d(x;,0) (IV.1a)
przy ograniczeniu o ogoélnej postaci
f(01,...00) = 0 (IV.1b)

okreslajacym ,potazenie” punktowo, (np. przynalenos¢ do prostej) i ewen-
tualnie jeszcze innych ograniczeniach, wyznaxzaih charakter poszuki-
wanych wartéci o.

W zadaniu (IV.1) wagi ukryteasw ograniczeniu (IV.1b), zazwyczaj w po-
staci odpowiednich wspotczynnikow (zauway, ze moglibymy rownie
wprowadzé¢ wagi w jawnej postaci wprost do sumy w minimalizowm
wyrazeniu z (IV.1a)). Najwaniejsze jednak jest tae posta zadania (IV.1)
daje nam maiwos¢ ,optymalizaciji” wag: przecie wspoétczynnik nachyle-
nia prostej z Przykladu 1IV.2 mégt nie byadany z gory, ale stanawnie-
znany parametr zadania! | taki jest w istocie ssissmutowania (IV.1):
szukamy uporgdkowania wielowymiarowego, ktore rmawie najlepiej
odzwierciedla potzenia punktéwx; w przestrzeniX, za ewentualne wagi,
jesli w ogole warto w tym kontefcie odwotywa si¢ do tego pagjcia, s
wynikiem odpowiedniego pagtowania. Jd€i natomiast zalgy nam na
wprowadzeniu jawnych wag, to, jak wspomriigly, mazna je uwzgidni¢
w minimalizowanej sumie z (1V.1a).

IV.3.4. Przyjmujac mazliwo$¢ manipulowania wagami zmiennych przy po-
mocy ograniczenia (IV.1b) musimy pagtac jednak,ze nie mae ono mié
dowolnego charakteru. slieokresla ono prost w przestrzeni dwoch zmien-
nych,x i X,, to nachylenie tej prostej, wyznaczone przez wsgybinika z
réwnasci X, = ax; + b, powinno by dodatnie £>0). | analogicznie dla row-
nania odpowiedniej hiperptaszczyzny pray2. Wynika to z jednorodrici
warunkéw uporadkowania (poradkujemy wedtug wszystkich zmiennych
-W tym samym kierunku”).

IV.3.5. Jedna uwaga na zakzenie omawiania tego podeip, opartego na
rzutowaniu. Ota, zaréwno na rysunku, stanawym ilustracg, jak i we
wzorach (IV.1) zakladamy,e wszystkie wysjpujace w nich zmienne zosta-
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ty znormalizowane, poniewaw przeciwnym przypadku otrzymane w spo-
s6b niejawny wagi zmiennych bytyby silnie zale od skal, w jakich zosta-
ty one wyraone.

IV.3.5. W wielu przypadkach spaidzenie macierzy warfoi Xy, prowadz-
cej do uporadkowan czastkowych, jawnych, 4z niejawnych, jest trudne,
albo wrcz niemdliwe. W szczegoIngi, w badaniach marketingowych
zaktada si dos¢ czsto, ze otrzymanie takich wargoi na podstawie odpo-
wiedzi na pytania ankietowe jest mocno abone ograniczonymi nitiwo-
sciami respondentéw (brak poréwnywadog zmienndé skal itp.). W tych
sytuacjach najeZciej odwotujemy si do poréwnai parami Oznacza toze
zamiast wartéci x otrzymujemy od respondentéw waitd(,precedencji”)
yi, ktorych interpretacja zazwyczaj jest takay;=1, j&li i jest ,lepsze” od
j, orazy;=0 w przeciwnym przypadku. tatwo zauikya, ze tak okrelone
wartasci wynikajace z poréwna parami § analogiczne do zmiennych wy-
stepujacych w warunkach (11.21), definiggych relact wickszaci. W sytu-
acji, na przyktad, zbierania opinii konsumentowtemat pewnej grupy pro-
duktow, ze wzgldu na ich cechy (zmienn&)nie maemy jednak wymaga
od respondentéw, aby przestrzegali warunkéw ébéngch przez (11.21),
zwlaszcza, j@i maja do czynienia z wiksza liczla obiektow,n. Skoro jed-
nak tak, to nie meemy wprost na podstawie otrzymanyahdtog wartasci
Y;, powiedzmy -$rednich po respondentach — ustdtalejnacci obiektow w
uporadkowaniu. Faktycznie, jestey zmuszeni szukana podstawiey;
otrzymanych z badania ankietowego Wmtoy*ij, spetniagcych warunki
relacji wigkszdici, w ten sposéle y'; réznia sie mazliwie niewiele od wyj-
sciowychyj.

Nalezy przy tym zauway¢, ze wartdci wyjsciowe, empiryczng; mog by¢
otrzymane jakosrednie po poszczegolnych respondentach, aetgéko
srednie po poszczegdllnych zmiennych. Nigshiwie otrzymujemy wowczas
wartdsci y;[0,1] raczej nt [}{0,1}. Tym niemniej, maliwe jest przepro-
wadzenie operacji minimalizacji funkcji odzwierciegcej odbieganie zbio-
ru wartaci y*ij ody; i uzyskanie w ten sposob upatikowania zagregowa-
nego. To pogpowanie aywane jest w niektorych metodach badania rynku.
Odpowiednie zadanie ma postarmalrm zadania programowania matema-
tycznego, a mianowicie, na przykiad, r@siacego zadania programowania
liniowego binarnego:

2y i + (1Y) (1) ~ max (IV.2a)
przy znanych ja ograniczeniach

y; 0{0,1} (IV.2b)

yi =0 (IV.2c)
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yi tyi<1 (IvV.2d)
Vi +Yi—Yi<1, (IV.2e)

ktore to ograniczenia wymusaajiporadkowanie bez ,remiséw”y=0).
Sens funkcji celu (IV.2a) polega na tym, by asgym niz ¥ wart@gciom
empirycznymy*ijD[O,l] przypisg w mazliwie jak najwiekszej liczbie przy-
padkowy;=1 (pierwszy ze sktadnikow pod sajni odwrotnie, wartéciom
y*ij mniejszym od %2 przypisay;=0 (drugi ze sktadnikow pod sun Za-
uwazmy, ze gdyby pomia¢ drugi ze sktadnikdw pod sumto optimum
trywialne uzyskalibymy dlay;=1 0i < jOI. Stad konieczné¢ uwzgkdnienia
drugiego ze skladnikdw.

IV.3.6. Warto jeszcze na chwikatrzyma sie had zadaniem (IV.2), prowa-
dzacym do otrzymania upogdkowar na podstawie poréwrhgparami.

Po pierwsze, warkoi wyjéciowey*ij mog wynikaé nie koniecznie z ared-
niania pojedynczych ,precedencji” podanych przegpomdentow jakich
bada marketingowych, ale raczej wynika takich ,precedencji” wyzna-
czonych lub otrzymanych dla poszczegoélnych zmiehr@é,—). Woéwczas
dopuszczalne stajegsiakze otrzymywaniqfij jako sumy waonej po poje-
dynczychy"ij. W ten sposéb zaproponowana metoda stgjev S§posob jaw-
ny metod agregacji wielowymiarowe;j.

Po drugie, w navazaniu do ostatniej uwagi z punktu 1V.3.5, feay funk-
cj¢ celu (IV.2a) przedstawiw postaci parametrycznej:

=y iy + (L)L) (1)) — max (IV.2a)

w ktérej rJ[0,1]. Zgodnie z uwagz punktu IV.3.5, dla=1, a wkc pomi-
niecia drugiego ze skladnikdéw pod sgnotrzymalibymy trywialne rozwa-
zanie o postacy;=1 Ui < jOI. Takie rozwazanie jest po prostu zachowa-
niem uporadkowania, jakie przyismy w celu zapisania haszego zadania
(kolejnas¢ obiektéw zgodnie z wygiowa numeracy). Z kolei, dlar=0, try-
wialnym, fatwo przewidywalnym rozwkaniem jesty;=0 Ui < jOI, czyli
uporzdkowanie kdace dokladnie odwréceniem Kkolegwd przyjetej przy
zapisie danych. Gdykmy zadanie sparametryzowane, (IV.2a"), (IV.2b-e)
rozwiazywali dla coraz riiszych wartéci r pocawszy od 1, to otrzymywane
kolejno rozwazania polegatyby na wprowadzaniu do pgkawej kolejno-
sci obiektdw zmian (zamian miejsc i przesté)j pocawszy od takich, ktére
sa W hajwiekszym stopniu uzasadnione danymi precedencjamjkgnaecz-
niejszych”). Dlar=1/2 otrzymalibymy poszukiwane rozwranie optymal-
ne, za dlar<1/2 kolejne otrzymywane rozgaania polegatyby na dalszych
modyfikacjach, oddalagych uporadkowanie od optymalnego w kierunku
kolejnasci odwrotnej od wyjciowej ;=0 Li < jOI). Procedura taka pozwo-
litaby nasledzenie ,sity” precedencji, a ta& na analig wrazliwosci upo-
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rzadkowania optymalnego (zakres w jakim ono obowizuje, r@&nice w
stosunku do poprzedaajych i nastpnych uporzdkowa).

Pewne dalsze, obszerniejsze informacje na temdbsmgania modeli i
technik optymalizacyjnych, podobnych do przytoczdnyutaj, w zagadnie-
niu poradkowania wielowymiarowego nioa znale¢ w pracach Owsski,
Zadrazny (1986a,b, 1988).

IV.3.7. Wiele powszechniezywanych aplikacji, w tym réwnie arkuszy
kalkulacyjnych, zawiera pewne miwosci realizacji niektérych metod po-
rzadkowania. § to jednak w przewajace] wigkszaici mazliwosci nie-
zmiernie ograniczone, praktycznie dotyoz poradkowania wedtug jednej
zmiennej (ewentualnie pamdkowania leksykograficznego). Tym niemniej,
szersze madiwosci tych aplikacji, w tym dotyce tworzenia agregatéw
zmiennych (na przyktad ich kombinacji liniowychlpzwalap na realizagj
innych rownie metod agregacji upagdkowan. Niezalenie od tego, zawar-
te w nich algorytmy optymalizacji liniowej pozwadaja dokonywanie wielu
operacji i formutowanie rnych konkretnych zadana przykitad takich, jak
opisane w punkcie 1V.3.6,adz zwiazanych z poszukiwaniem zestawow
wag zmiennychw, o okré&lonych wtasnéciach. Tak wec, jakkolwiek apli-
kacje takie nie zawierajna ogo6tzadnych jawnych metod pamkowania
wedtug wielu zmiennych, magby¢ uzywane do tego celu dgii roznym
innym opcjom w nich zawartym.
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WYKLAD V

Analiza skupien: zadanie i jego warianty. Podstawowe grupy metod.
Charakterystyka poszczegolnych grup metod. Zastos@mia.

V.1. Zadanie analizy skupie jego warianty

V.1.1. Jak ju wspomniano (Wyktad IIl), zadanie analizy skupf@olega na
tym, zeby podziek zbidr (indekséw) obiektéwl, na podzbiory (,skupie-
nia”), oznaczond\, g=1,...p, w taki sposéb, by obiekty umieszczone w tych
samych skupieniach byly miiwie do siebie podobne (bliskie), Zabiekty
umieszczone w tinych skupieniach — nitiwie dalece ranity sie¢ miedzy

sohy.

V.1.2. Tak ogdlnie sformutowane zadanie pozostamiede jego elementéw
do dalszego zdefiniowania. Dotyczy to przede wsayspoje¢ zwiazanych
z kryterium podziatlu, a wt ,mozliwie podobne” i ,maliwie rézne”, a
takze warunkow naktadanych na podziat, w tym, w szclego6i — warun-
kow naktadanych na skupienia oraz ewentualnie ersilliczby skupig p,
badZz pozostawienie tej liczby jako jednej z niewiadommybedacych row-
niez elementem poszukiwanego rozuania zadania.

Dotykamy tutaj kwestii ,obiektywnsi” ewentualnego podziatu zbiory
czyli ,rzeczywistego istnienia” odpowiednich podatiw (skupi@). Nie
wchodzc w szczegoly tego w istocie doskomplikowanego zagadnienia
stwierdzmy tylko, ze dla potrzeb niniejszego wyktadu zakiadbadziemy,ze
podziat ,istnieje”, jéli spetnia warunki (kryteria) ogolnego zadania anal
skupien w sensie, jaki im nadata osoba prowgmdz badanie. Co prawda
mozna uzna to za wycofanie gi na pozya ,definicji operacyjnej’, ale
trzeba pamitac, ze analiza skupiejest dziedzia na wskré pragmatycza

V.1.3. Wybor i definicja kryteriéw, odnosezych st do okrélen ,mozliwie
podobne” i ,maliwie r6zne”, stanowd 0 r&norodndci metod analizy sku-
pien. Podkrélmy w tym miejscuze ta r@norodnad¢ gtdwnie odnosi s do
.poziombw percepcji”, czyli — czy podohistwa i r@&nice @ postrzegane (i
nastpnie wykorzystywane algorytmicznie) na (i) poziompieszczegolnych
obiektéw, (ii) poziomie catych skupieczy te (iii) catego podziatu. Sposéb
postrzegania podohistw i zr&nicoway, i wynikajacy z tego opis zadania
stanowi w pewnym sensie ,model” zadania analizyp#y ktéry prowadzi
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do opracowywania odpowiadalych ,percepcji” czy ,modelowi” sposobow
rozwiazywania.

Nie istnieje obecnigadna ogolna teoria, ktdéra pozwalataby na stwieridzen
ze ktorg z grup metod, wyodbnionych w opisany powgj sposob, jest
~hasciwa”, za inna — nie, ze wzgtu na faktze spetniaj one r@éne postu-
laty, stawiane metodom, wynik@e z ogdlnego sformutowania zadania
analizy skupi@, jakkolwiek istniep powane przestanki doty@ze oceny
poszczegodlnych cech metod.

V.1.4. Spotkabmy sk juz poprzednio z warunkami nakladanymi na podziat
wiasciwy, tj. P = {Ag}q dla ktérego obowvgzuja warunki O A, = | oraz
AnAg=0, g#q’, czyli, ze skupienia wyczerpgjcaty zbiorl i ze g roziacz-
ne. O ile pierwszy z tych warunkow jest oczywistyudno go pomiaé, o
tyle drugi bywa traktowany na e sposoby. | tak, w szczego6éeg nie-
kiedy rozwihzywane jest zadanie, w ktorym drugi z warunkow jEsnink-
ty, a za to natmone g inne warunki, hdz tez sensown&t rozwigzania jest
zapewniana przez zastosowane kryterium Jek@odziatu. Specyficzna,
takze mniej rygorystyczna, postarzytoczonych warunkéw obowduje w
przypadkach, w ktorych poszukuje skupiér A, w postaci zbiorow rozmy-
tych, o czym rownigjuz wspominamy.

Podobnie, byta jumowa o maliwosci rozwiazywania zadania analizy sku-
pien, w ktorym poza podzbioramfi, szukamy take ,reprezentantow” tych
podzbioréw, hdz to w postaci poszczegoélnych obiektow (ratych do
zbioruX, albo nie nalgacych do tego zbioru, a tylko do przestrz#nj badz

w postaci ich zbiorow @acych z kolei najcgsciej podzbiorami skupis,
badZz w postaci pewnych modeli lub regut (np. modeliresjj w odniesieniu
do skupié lub regut klasyfikacyjnych), a tak innych sposobow reprezen-
towania skupig.

V.1.5. Zaznaczmy tale, ze nie kdziemy s¢ tutaj zajmowali niektorymi
zadaniami pokrewnymi zadaniu analizy skdpie/ tym, w szczegolriai,
zadaniem nieszaniny rozkltaddy ktére naley do dziedziny rachunku
prawdopodobigstwa i statystyki matematycznej, niezalie od wielu punk-
tow wspolnych z rozwiaanym tutaj zadaniem analizy skufpie zwtaszcza w
zakresie metod.

W zadaniu mieszaniny rozkladéw zakladamy mianowigéenasza macierz
(zbior obserwacji)X jest wynikiem realizacji pewnej liczby) zmiennych
losowychxg 0 r&znych rozktadach prawdopodobstwa,f(x), XCIX, a zatem
otrzymany zbior obserwacij, jest wobec tego wynikiem dziatania (zbio-
rem realizacji) ,mieszaniny” tych zmiennych losowyaa przyktad w po-
stacif(x) = Zwqfq(X), gdziewy sa wagami, z jakimi poszczegoélne zmienne
(ich gestasci rozktadu) wehodz do mieszaniny.
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Poszukujemy, na podstawie danyxh rozktadowf,(x) oraz wagw, Za-
uwazmy, ze zadanie to jest w zasadzie ,mocniejsze’ ppdstawowe zada-
nie analizy skupi@ bowiem poszukujemy tutaj nie tyle (i nie tylkodd>
zbioréw A,, ale przede wszystkim rozktadow prawdopodasiea, ktore je
wygenerowaly, a veic w pewnym sensie ,modeli” odpowiadeych skupie-
niom (same skupienia gatem drugorgnym przedmiotem tego zadania). Z
drugiej jednak strony zadanie mieszaniny rozktaddes obejmuje takich
aspektéw, ogsto ujmowanych w analizie skugigjak wspomniana uprzed-
nio kwestia identyfikacji reprezentantéw skupi€®oza tym, niezammie od
osiagnig¢ teoretycznych i metodycznych w zakresie razywania zadania
mieszaniny rozktadow — na przyktad #iwosci wykrywania rozktadow o
tych samychérednich (czyli ,skupi@” — zbiorow obserwacji — zajmagych
region przestrzenX wokot tego samego punktu) — istrieg wyniki i tech-
niki ograniczag si¢ do bardzo wskiej klasy zagadnfe rozktady normalne
lub jednorodne, niewielka liczba rozktadow, najciej tylko dwa, wszyst-
kie zmienne o tych samych — co do charakteru —adzich, itp.

Jednoczénie, podkrélmy, dos¢ stabo uzasadnione teoretycznie techniki z
zakresu analizy skupiestaly s¢ podstavg wielu metod z zakresu statystyki
matematycznej, w tym wéaie technik rozwizywania zadania mieszaniny
rozktaddow.

V.1.6. W tym miejscu zam$eimy kilka uwag historycznych. Uwa sk na
0gol, ze dziedzina analizy skupiepojawita s¢ wraz ze studenakpraa
polskiego antropologa Jana Czekanowskiego zapke2XX wieku, w ktérej
analizowat on zwizki (podobidgistwa) kilkunastu czaszek neandertalczykdw
i prébowat wykorzystado tego celu progt opracowan przez siebie, meto-
de analizy. Sprowadzata¢sbna do takiej permutacji kolumn i wierszy ma-
cierzy obserwacjk, aby na ssiednich pozycjach umiei¢ obiekty i zmien-
ne podobne do siebie. W opracowanegni@j, bardziej sformalizowanej
wersji metoda przybrata nagzw,dendrytu Czekanowskiego”. Angielskgj
zyczna nazwa dziedzinydluster analysi§ pojawita st w okresie mgdzy-
wojennym za spragvTryona, specjalisty od zastosawamatematyki w psy-
chologii (jej dyscypliny iléciowej — psychometrii). Prace Tryona do chwili
obecnej g klasylg nie tylko w psychometrii, ale tak, na przyktad, w bada-
niach rynkowych. Po Il Wojniwiatowej grupa matematykow wroctaw-
skich, wywodzcych s¢ z przedwojennej szkoty lwowskiej (ktérej reprezen-
tantem byt, midzy innymi, Stefan Banach), pod kierunkiem Hugoneirs
hausa, opracowala metochazwam pdézniej ,dendrytem wroctawskim”.
Metoda ta stala sj w rozlicznych wersjach, podstavduzej grupy metod
analizy skupi@, a take i technik stosowanych w wielowymiarowej statysty-
ce matematycznej.
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V.2. Podstawowe grupy metod

V.2.1. Zgodnie z poprzednio sformutowanwag, metody analizy skupfe
podzielimy wedtug poziomu percepcji, na ktérym posgamy i analizuje-
my podobi@éstwa i r&nice, wspomniane w podstawowe] postaci zadania
analizy skupié (a przeto i ,modelu” zadania analizy skupiei wedtug
ktorych optymalizujemy podzid zbiorul. | tak, podzielimy metody na:

- metody hierarchicznej agregaciji i hierarchicznegadziatu,

- metody centrowania i reallokacji (metody centroakzé metodyk-
srednich, w naszym przypadku: metqatyrednich),

- metody analizy gstdsci i podziatu przestrzerX,
- metody odwotujce s¢ do globalnych postaci funkcji celu.

V.2.2. Metody hierarchicznej agregacji i hieraraniego podziatu, bodaj
najliczniejsza grupa metod, opartere postrzeganiu podoligtwa i zré-
nicowania mgdzy obiektami na poziomie poszczegdlnych obiektéwen-
tualnie obiektéw wzgldem poszczegdlnych skupiePolegag one na itera-
cyjnym fczeniu obiektéow w skupienia wedtug najmniejszejegici
miedzy nimi, kydz na podziale zbioréw obiektow na mniejsze wedtug na
wiekszych odlegtéci. W wyniku tak zarysowanego pepbwania otrzymu-
je sk pewry hierarch¢ (drzewo hierarchii), odpowiadaia agregacjom
badz podziatom. W dalszej exci niniejszego wyktadu omoéwimy nieco do-
ktadniej gtowny, klasycza grupe algorytméw agregaciji hierarchiczne;j.

V.2.3. Metody centrowania i reallokacp-§rednich) opartessna idei repre-
zentantéw skupie o okra&lonych wlasnéciach — na przyktadrednich ze
skupienia (std nazwa). Ich zasaddziatania jest powtarzana iteracja: dla
pewnego zadanego podzidtuna skupienigd, znajdz reprezentantow tych
skupien, X5, a nastpnie przyporzdkuj tym reprezentantom obiekty ze
zbioruX, tworzmc w ten sposéb nowe skupieig, a zatem i nowy podziat,
P’. Potem zndw znajdujemy reprezentantow, tym raz&amAd,, itd. itp.
Iteracje te trwaj az do spetnienia pewnego kryterium stopu. W ramagh te
grupy metod szczegolnie tatwo realizowanensetody oparte na zbiorach
(skupieniach) rozmytych. Zauway, ze podstaw tej grupy metod jest po-
strzegania bliskixi i odlegtasci w ramach catych — ale osobnych — skapie
Podstawy dziatania tych metod zostadwniez przedstawione w wykta-
dzie.

V.2.4. O metodach analizyestasci i podziatu przestrzenK wspomnimy
tylko w niniejszym wsipie. Nie tworz onezadnej wyranej, dobrze okre-
slonej grupy metod, ktarmozna by opisa w jednolity sposéb. Dlatego#e
przytoczymy, dla przyktadu, dwa rodzaje zasad njakiostugug sic meto-
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dy tutaj zaliczone. | tak, wiele metod analizystpici postuguje s tak
zwarng funkcija gestasci g(x,d), ktéra mae by¢ okreslona jako

g(x,d) = (V.1)
= liczba obiektow I, znajdugcych st w odlegtaci < d odxOX,

przy czym najcgsciej x odpowiada jednemu z obiektow. tatwo zauyéa

ze

) g(x,d) jest funkcy rosraca w d, od 1 (lub 0, w zaleosci od tego,
czy x jest jednym z obiektéw naigcych dol, czy te: nie), & do
osiagniecia wartgci n, i to niezalenie odx;

(i) ewentualne wykorzystanig(x,d) w analizie skupig opier& si¢
bedzie na charakterze tych funkcji i ich poréwnanla goszcze-
goélnychx; funkcjom szybko rosggym dla niewielkich warti d
(zauwamy dalej,ze maliwe jest w pewnej mierze normalizowanie
g(x,d), oparte na statystyce odleggow obrebie zbioruX) ,powin-
na” odpowiada przynalenos¢ do (wickszych skupig), za funk-
cjom rosmacym powoli — przynalenos¢ do matych skupie lub po-
tozenie (w ,przerwach”) poza skupieniami.

Zasadniczym problemem metod opartych na funkcjaskogri, ktére z cad
pewngcia niosa w sobie znacca informacg o strukturze zbioruX, jest
brak prostych zasad konstruowania na ich podstakipier oraz na ogét
bardzo duy naktad obliczeniowy, zarbwno w sensie potrzelwotggtosci
pamkci (funkcje g(.,.)!), jak i liczby wykonywanych operacji. W istie,
metody te najcgciej oparte 8 na zestawie operacji o charakterze heury-
stycznym.

Metody podziatu przestrzeiX w pewien sposob réwnieodwotup sig do
gestasci obiektéw. Polegajone, w uproszczeniu, na zaémiu okrélonego
sposobu podziatu przestrzeXj a nasipnie wykonywanie operacji na tym
podziale, w zalenosci od wynikdéw analizy gstasci czy liczebnéci obiek-
téw. Najprostszym — i najegtszym — przyktadem takiego pgsbwania jest
podziat przestrzenK na wielowymiarowe ,kostki” na podstawie podziatu
zakresOw wart&i poszczegolnych zmiennyck, na przedziaty (proste
zwlaszcza w przypadku zmiennychgtiych) lub inne podzbiory zbioru war-
tosci zmiennych. Mana zatay¢, ze taki pocatkowy podziatX powinien
dawa liczbe ,kostek” poréwnywalg z liczby obiektown. Zeby ,miet pew-
nos¢”, ze nie popeinimyzadnego wgkszego bidu, liczba kostek me by
odpowiednio wtksza odn, na przyktad kilkukrotnie. Dziatanie algorytmu
polega, w daym skrocie, na wykrywaniuasiadupcych ze solp kostek pu-
stych (lub ,prawie” pustych, czyli uznanych za i3 oraz gsiadupcych
ze sola kostek o daym wypetnieniu obiektami (,petnych”). Te ostatnie,
oczywiscie, powinny odpowiada skupieniom. Nagpnie kostki o odpo-
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wiednich cechach (na przyktad: najpierw kostki pust nasfpnie, kolejno,
kostki sisiadupce o najwyszych liczbach obiektow zawartych w nichy) s
taczone, a do spelnienia pewnego kryterium stopu @@ ustania ,sensow-
nosci” taczenia).

Aby méc podj¢ decyzg co do tego, czy dana kostka jest raczej ,pustay, c
raczej ,petna”, postugujemygina ogot prostymi wskaikami opartymi na
podstawowych statystykach zbioru danych w podzxaldostki. Wskaniki

te odwotuj sie zazwyczaj do najeZciej zakladanych hipotetycznych roz-
ktadéw obiektow w przestrzeiX. | tak, zwykle przyjmujemyze wszystkie
kostki maj t¢ samy ,,0bjgtos¢”, czyli ten sam iloczyn liczriei zbioréw wy-
znaczajcych kostki wzdta réznych zmiennych (wynikagych z podziatu
zbioru wartdci zmiennej na rowne liczby watid dla zmiennych dyskret-
nych i/lub jakdciowych, oraz podzialu na réwne odcinki dla zmieriny
ciagtych albo quasi-ciagtych). Oznacza to, w istoaidczace zaldgenie,ze
rozktad obiektéw w przestrzeni jest rownomierny. To najegtsze zalge-
nie jest naturalne, bigc pod uwag, ze analiza skupie stosowana jest na
wstepnych etapach analizy danych, kiedy o zbioXzejego wiasnéciach
wiemy bardzo niewiele, albo zgota prawie nicsliJiczba takich jednako-
wych kostek wynosan, gdziea jest pewn liczba naturaln, to przy zalee-
niu rozkladu rownomiernego memy spodziewasi¢ srednio w kadej ko-
stce obecnwi 1/a obiektow. Odchylenie standardowe od&ejdniej (ktére
tatwo maemy wyznacz§ przy powyszych zataeniach na podstawie zna-
nych zaleénosci z rachunku prawdopodolistwa!) pozwoli nam na ocen
ktore kostki nalgy uzn& za ,petne”, a wic mogice stanowd czesci sku-
pien, a ktére za ,puste”, a wt stanowice elementy regionéw przestrzeni
poza skupieniami (pargtajmy, ze jeili zatozymy zbyt wysolg warta¢ a, to
nawet i kostki nie zawierage w ogoéle obiektow nieghla mogty w pierw-
szych krokach procedury byznane za ,puste”).

Metody podziatu przestrzeni majiele cech wspélnych z wieloma obecnie
rozwijanymi metodami ,dfzenia” lub ,eksploracji” danych (anglata mi-
ning), w szczegolnéci: opieranie s wytacznie na wspétrdnych obiektow,

a nie ich odlegtéciach czy bliskéciach, oraz uproszczony sposdb dokony-
wania podziatbw. Podobnie jak poprzednio omawiaeéony funkcji gsto-

sci réwniez i metody podziatu przestrzeni oparteve zasadniczy sposob na
doborze rénych heurez. Jedna&k map one (oczywdcie) znacznie mniejsze
wymagania co do pagui, a w niektorych realizacjach rowaienniejsz
znacznie liczb operacji (od pewnego momentu operacje wykonywaneazs
nie na obiektach, lecz na kostkach, i to na coligkszych kostkach). Gtow-
nym problemem takich algorytmow jest ich realizadja bardzo diych
zbioréw X w sensie liczbyn, gdyz wowczas liczba kostek ¢nie w sposob
istotny, niekiedy negaf sens innych uproszazewilasciwych tej grupie
metod.
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V.2.5. Nieliczna grupa metod, postugeych se globalnymi funkcjami celu
reprezentuje perspektywcataici podzialu. Mamy tu na mii fakt, ze
przedmiotem analizy (i optymalizacji) nia poszczegdlne odlegioi czy
nawet skupienia, ale faktycznie c&opodziatuP naraz. Perspektywa ta
przybiera w praktyce zawsze pdastsewne] funkcji celu, opisanej na catym
podziale (funkcji jakéci podziatu). Zadanie polega zatem na jawnej lub
niejawnej optymalizacji wzgblem tej funkcji, przy zachowaniu odpowied-
nich ograniczé (na przyktad takich, jakie przytocziy opisupc pogcie
relacji). Optymalizacja ta polega na doborze oldiektio skupié i — w nie-
ktorych przypadkach — ta& liczby skupié. Te grug metod zilustrujemy
na przyktadzie metody autora wyktadu.

Nalezy jednak pamita¢, ze sam fakt opisania zagadnienia przy pomocy
funkcji celu, obejmujcej caly zbiérX oraz podziaP nie wystarcza do tego,
bysmy mogli w sposob uzasadniony méwad ,globalndgci” odpowiednich
metod, czy odpowiadggych im modeli zadania. | tak, charakterystycznym
przyktadem g tutaj metodyp-srednich, dla ktrych, jak zobaczymy, ama

— i robi sk to — sformutowa ,catosciowy” funkcje celu w powyszym sen-
sie, co jednak nie oznaczege w ogolndci metody te postugujsic optyka
globalra, chyba,ze wprowadzimy do nich dodatkowe warunki. Kwedt
poruszymy przy omawianiu metgesrednich.

V.2.6. Trzeba podké&ti¢, ze wiele, albo nawet wksza¢ obecnie realizo-
wanych w postaci odpowiednich pakietow metod agadizupier taczy w
sobie wecej niz jedm z wyzej wymienionych zasad. | tak, &to wystpuje
pofaczenie najbardziej chyba rozpowszechnionych medogi algorytmow
agregacji hierarchicznej i algorytméwsrednich. W tym peiczeniu algo-
rytm agregacji hierarchicznej sy zazwyczaj do ustalenia pewnego roz-
wiazania (albo pewnych jego cech), ktore stanowigpemsé punkt startowy
dla algorytmup-srednich.

V.2.7. Podkrélmy rowniez, ze w obecnej chwili do rozwzywania zadania
analizy skupi@, lub jego konkretnych postaci szczegétowych, geosit,
poza algorytmami bezprednio realizujcymi zasady rinych grup metod,
a zatem i odpowiednich modeli zadaniaz&kozwijane ostatnio metaheu-
rystyki (w zadaniach programowania matematycznegoszukiwanie tabu
oraz symulowane waarzanie, a poza tym najgziej sztuczne sieci neuro-
nowe i algorytmy genetyczne). W niniejszym wyktadnie lzdziemy opi-
sywali zastosowatych metaheurystyk, poniewaie s one zwizane bez-
posrednio z modelami zadaanalizy skupi#, a take najczsciej @1 ,dopa-
sowywane” do odpowiednich, rozaziywanych zada Giéwnym mianowi-
cie przedmiotem wyktadu w zakresie analizy skagest zrozumienie jej
sensu oraz jej podstawowych modeli i zmanych z nimi sformutowg
prowadacych bezpérednio do odpowiednich metod. Zaémiem wykitadu
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jest maliwos¢ odwotywania s do istniejcych — na przyktad w powszech-
nie dosgpnych pakietach statystycznych lub arkuszach katijihych —
aplikacji realizujcych metody analizy skupie(i inne metody), lecz z ich
wiasciwym zrozumieniem.

V.3. Algorytmy agregacji hierarchicznej

V.3.1. Zasada dziatania algorytmow agregacji hidraznej jest nagpuja-
ca:

¢ dla zbioruX opisow obiektow; o licznaici n, ktéremu odpowiada zbior
indekséwl, mamy dane (wyznaczone) odlegtod; miedzy obiektami;

¢ ustalamy pocgtkowy podziat zbiorul, oznaczonyP?, ktéry jest iden-
tyczny ze zbioremi, to znaczyze kady obiekt jest jednocZaie skupie-
niem, a zatem=q, A;=q, orazp=n,

¢ wprowadzamy macierz odlegld miedzy skupieniami, oznaczonych
Dqq Przy czym pocgtkowo, zgodnie z zaf@niem dotyczcym pocatko-
wego podziatP°, przyjmujemyDgq = dj;

¢ wprowadzamy oznaczenie kroku algorytrjupocatkowo t=0;

¢ (*) dla danego podziat®', a zatem i macierzy odlegid migdzy sku-
pieniami D'y, podziat nasipny, P*! otrzymywany jest w ten sposéie
znajdujemy mig, D'y, @ Wiec najmniejsz odlegtaé migdzy skupieniami w
podzialeP', i taczymy dwa odpowiadage tej najmniejszej odlegioi sku-

pienia w jedno;

¢ W ten spos6b otrzymujemy podzRif!, w ktérymp(P*Y) = p(PY)-1;

¢ po dokonaniu patzenia dokonujemy modyfikacji macierzy odlegto
D'y, W odniesieniu do odlegioi pozostatych skupfewzgledem obu sku-
pien, ktére zostaty patzone;

t:=t+1, a nasipnie wracamy do (*).

Postpowanie takie kaczy sk, w sposéb naturalny, pel krokach, to zna-
czy dlaP™={1}, czyli podziatu stanowionego przez zaledwie jedikapie-
nie, obejmujce wszystkie obiekty.

Nazwa tej grupy algorytméw jest teraz oczywistaygawane pogpowa-
nie prowadzi do utworzenia struktury hierarchiizgva hierarchii), ktéra
powstaje poprzezatzenie w kolejnych krokach (odpowiagajch kolej-
nym poziomom hierarchii) poszczegdlnych skupig do otrzymania jed-
nego skupienia. Zilustrowano to schematycznie ns. Ryl dla zbioru da-
nych on=8, w ktérym, najwyraniej, istniep dwie grupy (wzgidnie) po-
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dobnych do siebie obiektéw ({1,2,3} oraz {4,5,6,73 take obiekt od nich
wszystkich ,odstajcy” (8).

Poza diagramem hierarchii, zilustrowanym na Ry4, &tniep inne repre-
zentacje wynikow algorytméw agregacji hierarchigzrzevtaszcza ptaskie
odwzorowania geometrycznej struktury zbioru danfgifiektéw) w postaci
graféw pokazujcych kolejne peaiczenia, odpowiadage najkrotszym odle-
gtosciom w zbiorze. Zawierajone bardziej syntetycznnformacg niz dia-
gramy hierarchii (pokazuj bardziej ,naocznie” strukter przestrzenm
ewentualnych skupig, ale @ nieco trudniejsze w interpretacji (nie zawsze
mozliwe jest podanie odpowiednich charakterystyk lmzgch na diagra-
mie i interpretacja jest w daj mierze pozostawiona odbiorcy).

V.3.2. Latwo zauway¢, ze przedstawiona procedura jest w istocie procedu-
ra taczenia najbliszych sobie skupite(w pocatkowych krokach: po prostu
obiektow). Jest ona niezwykle prosta i intuicyjraebzumiata, a nawet
Wrecz oczywista.

Niezaleznie od tego nie jest ona jednak bynajmniej jednozni& okrélona
przez podany tutaj opis. Na bazie tego opisuamy mianowicie stworzy
wiele r&nych algorytmow, nie méwt o maliwosciach, jakie si wylania-
ja wtedy, gdy jeszcze dodatkowo (nieco) zmodyfikujemprocedug.
Zasadniczym punktem, pozwalaym na (istotnie!) réne realizacje algo-
rytmu agregacji hierarchicznej, jest mianowisfosdb modyfikacji odlegto-
sci miedzy skupieniami po dokonaniu pctenia najbliszych skupie

Rys. V.1. Schemat dziatania algorytméw agregaejidrchiczne;.

Poziomy
Indeksyi obiektow: hierarchii:
1 2 3 4 5 6 7 80

f T e

- 7 .....
Poziom hierarchii %

77



WYKLAD Z METOD ANALIZY DANYCH

V.3.3. Przeanalizujemy obecnie ten kluczowy purlgbaytmow agregacji
hierarchicznej. Oznaczmy indeksyctonych w pewnym kroku algorytmu
skupier przezg*, g**, przy czymg* < g**. Zatémy, ze nowo utworzone
skupienie hdzie miato zatem indekg*. Rozmiar macierzy By} ulega
zmniejszeniu (zauveay, ze pomijamy tutaj konsekwentnie indeks kroku
procedury) — znika z niej, oczy$gie, wyrazDqq~, a ponadto wszystkie
inne wyrazy, hdace odlegtéciami migdzy (powyzsze zatéenie o indeksie
nowego skupienia) obiektenqi* a innymi obiektami ze zbiorX (zbioru
indeksowl). Natomiast wyrazy«, dlagzg*, musz zosta& zmodyfikowa-
ne, jako odlegitci od nowego skupienia.

Istnieje szereg regut wyznaczania nowych odke®,.,, przede wszyst-
kim, cha® niekoniecznie tylko, na podstawie poprzednich gidkEi Dyx,
Dgrq OrazDg«~. Wigkszd¢ z nich jest ujta w postaci tak zwanego wzoru
Lance’a-Williamsa-Jambu (przytoczonego tutaj w damgdnej, prostszej
postaci Lance’a-Williamsa), w ktorym po lewej stiommamy now odle-
gtosé, a po stronie prawej — odlegtd z poprzedniego kroku:

Dq*q = aDq*q + BDq**q + qu*q** + 6|Dq*q —_ Dq**q |' (V_Z)
zas poszczegoblne warianty svyznaczone przez wala wspotczynnikdw

a, B, y, orazd, wyskpujacych w tym wzorze. Podstawowe warianty przed-
stawione g w ponizszej tabelce:

Nazwa algorytmu o B y d
Najblizszego 1/2 1/2 0 -1/2)
sasiedztwa
Najdalszego® 1/2 1/2 0 1/2
siedztwa
Mediany 1/2 1/2 -1/4 0
Sredniej grupo- Ng: Mg+ 0 0
wej - —
Ny + Ngs Ng + Ny
Srodka cezkosci Ny N _ Ny N 0
Ny + Ngs Ny + Ny Ny + N
J. H. Warda N, + Ny Ny + Ny 3 n, 0
Ng T Ng ¥ Ngew | Ny N+ 1N Ny + Ng + N

gdzieny oznacza liczk elementéw skupienia o indeksje
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W istocie najpopularniejszymi — i m@ymi najpowaniejsze zaplecze teo-
retyczne g dwa pierwsze algorytmy, w ktorych — co tatwo spilai& przez
zastosowanie odpowiednich wzorow z tabeli — nowlaglds¢ miedzy sku-
pieniami Oq+;) powstaje przez wecie, odpowiednio, minimum albo mak-
simum z uprzednio rozwanych dwoch odlegkai, czyli Dgq | Dgq.

V.3.4. Nietrudno spostrzege algorytmy agregacji hierarchicznej w rze-
czywistcci nie prowadz (wprost) do rozwizania zadania analizy skupije
ale raczej dostarczgnateriatu do jego rozwiywania: zamiast podziai®,
bedacego poszukiwanym przez nas rogzéniem, dostarczaciagu podzia-
6w, P', otrzymanych na podstawie przestanek o charaktekanym (od-
legtosci miedzy poszczegdllnymi obiektami, w dalszych krokaajogltmu
traktowane jak odlegkei miedzy skupieniami).

Jali ,ufamy” tym algorytmom i poszukujemy, na przyklapodziatu o
okreslonej krotndci p, to mazemy wprost z aigu {P'} wybraé interesujcy
nas podziat. Jak to tatwo sprawgziakze na Rys. V.1, podziat nasku-
pien otrzymywany jest w wyniku-p-tego kroku algorytmu.

W przeciwnym przypadku, po zastosowaniu wybrandgorgtmu agrega-
cji hierarchicznej i otrzymaniu catego drzewa hiehdi, sikgamy do innego
jakiega wskanika, ktéry ma nam podpowiedzie(i) ktéry (lub ktére) z
podzialtdowP' mazna zaakceptowa a take (ii) czy w ogole istnieje wod
nich podziat akceptowalny.

A 4
Odlegtas¢
La‘kcuzsig(:h Rys. V.2. llustracja
° diagramu odlegkri
® ® migdzy kolejno
taczonymi skupie-
niami, n=8

1 > tnp

Wskazniki takie odwoluj sie najczsciej do miar zblonych do wariancji
(,zwartoéci” otrzymanych skupig). Jednak bodaj najprostszym jest dia-
gram kolejnych odlegkei taczonych skupig (Rys. V.2). Jest rzegaczy-

79



WYKLAD Z METOD ANALIZY DANYCH

wista, ze diagram ten ma charakter resy (albo przynajmniej niemalej
cy). Moze on przy tym wykazywapewne cechy szczegdlne, na przyktad:
dla jakiegd t (czyli p, poprzez=n-p) mazemy czasem zaobserwovery-
razny ,skok” wartgci odlegtcci taczonych skupig Jgli tak, to naley
zaakceptowa podziat op sprzed ,skoku” jako rozwrzanie (powaniejszy
problem powstaje w sytuacji, gdy takich skokéw zypjmniej w ocenie
analityka — jest wicej niz jeden). J&i natomiast krzywa jest gtadka i nie
wykazuje istotnych zricowai przyrostow, to powstaje podejrzenie, w
ogolle struktura badanego zbioru nie ma charaktdpowiadajcego po-
dziatowi na skupienia (podzbiory).

| tak, na przykiad, na podstawie schematyczneggraiu z Rys. V.2 mo
na by zaakceptowgpodziat dlat=3, czyli o liczndci skupier p=n-3=8-3=5,
albo tez podziat dlai=6, czyli op=n-6=8-6=2.

V.3.5. Algorytmy agregacji hierarchicznej bodaj najczsciej implemen-
towane w ranych pakietach obrébki danych. Wynika to z ich pbsi
tatwasci interpretacii. Takie aplikacje zawiegapa ogot maliwosé otrzy-
mania automatycznie diagramu drzewa hierarchii, ywacdinkiem, oczywi-
scie, ze liczba obiektéw (a przeto i poziomow hierarchiig jest zbyt diza
(na ogot nie ma mdiwosci prezentacji innych graficznych odzwiercietlle
wynikéw dziatania tych algorytméw). Jest to dodatkozaleta takich im-
plementacji, poza sagmealizacy algorytmu.

Wiele gotowych algorytméw agregacji hierarchicznegimplementowa-
nych w popularnych pakietach typu arkuszy kalkujapgh mdz staty-
stycznych jest wyposanych w testy statystyczne bagtag istotnéé po-
dziatu na skupienia (na przyktad przy pomocy tedui na tej podstawie
najczsciej podaj one wynik w postaci podziale. Pamétac jednak nalgy,
ze aplikacje te nieagsw stanie sprawdgj czy wszystkie zalgenia, jakie mu-
sz by¢ spetnione, aby moc bez zastre zastosowa takie testy, s fak-
tycznie dla danego zbioru obiektéw spetnione (nayldad wspominana
wielokrotnie kwestia jednorod&o zmiennych). Dlatego fewarto zawsze
samemu przyjraesic proponowanym przez pakiety rozwaniom i ocerd
je krytycznie.

V.4. Algorytmy p-$srednich

V.4.1. Jak ja wspomnielsmy, algorytmy tej grupy, konkuragej co do po-
pularngci z poprzednio omoéwionymi, oparte sa iteracjach, skfadgjych
sig z dwoch krokéw: wyznaczaniednich lub centrow skupieoraz przy-
porzadkowywania im obiektow, czyli faktycznie ustalarkalejnych po-
dziatéw. Postpowanie takie kiczy sk po stwierdzeniu osgniecia odpo-
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wiedniego ustabilizowania otrzymywanych struktugdbich cyklicznego
powtarzania.

V.4.2. Przyjmijmy, bez ograniczania ogdéebnaszych rozwan, ze startu-
jemy od zbioru ,reprezentantéw” skupieoznaczonych’,, g=1,...p, gdzie
p jest z gory zalone. Dla tych polzen reprezentantdw w przestrzeXi
(zauwamy, ze nie musz oni by obiektami, kdacymi elementamiX)
przypisujemy im wszystkie (pozostate) obiekty zeomb X na podstawie
pewnego kryterium. W praktycznie wszystkich przygesh kryterium tym
jest odlegtéc d(x°;,x). Tak wic, kolejne obiekty o indeksadh= 1,...n
przypisywane $ temu reprezentantowf’,, dla ktérego odlegkd d(x°;,x)
jest najmniejsza. W ten sposéb powstaje podzjatktadagcy sk z otrzy-
manych w powyszy sposob skupieA,, bedacy prosy konsekwengj przy-
jetego na pocztku zbioru §Cg} 4.

Nastpnie, dla poszczeg6lnych skupievyznaczamy ich reprezentantow.
Dokonujemy tego na podstawie zastosowania pewnegdomamnego kryte-
rium, opisanego na podzbiorach obiektéw, stanoyah skupienia. Bardzo
czgsto kryterium to ma charakter sumy odlégiocod srodka lub wariancji i
wobec tego wyznaczony nowy reprezentant, jako otajscy minimum
takiego kryterium, jestredni po elementach skupienia.

tatwo zauwayc¢, ze przy powyszych zatéeniach, w szczegolnym przy-
padku mae sk okaza&, ze otrzymani nowi reprezentanci sacy sami jak
poprzednio. X tak, to procedura, oczyégie, kaczy dziatanie.

V.4.3. Kluczowymi parametrami tej grupy metadlsyteria przydziatu do
skupienia i wyznaczania reprezentantow. To one diggy r&norodndgci
algorytméw w tej grupie. Niezatgie od tego, szerokie zastosowanie znaj-
duja tutaj zbiory rozmyte (skupienia rozmyte), co jpsiazane — poza uza-
sadnieniami o charakterze interpretacyjnym — z d&tia numeryczn
optymalizacji przy wprowadzeniu skupiev postaci funkcji przynalaaosci
Hq(X).

V.4.4. Wszystkie jednak metogysrednich m@éna zinterpretow@jako po-
stugupce st (pozornie) globalpfunkcja celu o postaci

Q(P) = ZqVV(Xaqqu)- (V.3)
gdzie W(xX°,,A;) jest wspomnianym kryterium, najgziej o charakterze wa-
riancji, a poszukujemy podziatB={x*;,As}q, ktéry kxdzie minimalizowat
powyzsze wyraenie, spelniajc jednoczénie warunki podziatu. Standar-
dowa postack WX, A,) jest suma rénic lub odlegtéci w stosunku do re-
prezentanta, na przyktad:

WOCGA) = (x5, %) , (V.4)
i0A,
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przy czym odlegt& w powyzszym wzorze jest na ogotAsama z jednz
podstawowych definicji, wprowadzonych w ramach veygld, bardzo esto
jest mianowicie odlegkzia Euklidesova. Niezalenie jednak od przgjej
definicji szczegdtowej, zaréwno samej odlegiod(x’,,x), jak i wyrazenia
W(OEGA), tatwo jest zauwaye, ze jeli tylko wartosé p, czyli liczba sku-
pien, jest takke poddana optymalizacji, to z pewsom optimum (minimum
wartasci Q(P)) jest osigane dlap=n, g=i, X’:=x, A;=i. W tym podziale
(P=I1) kazdy obiekt jest osobnym skupieniem i zarazem remtargem tego
skupienia, a dla wkszaci uzywanych sformutowa Q(P) wartas¢ tej funk-
Ccji osiaga zero.

Dlatego te w metodactp-$rednichzaktada st z gory liczlg p i dla niej do-
konuje optymalizacji wedtug zarysowanego algorytmu.

W nawizaniu do wzoru (V.3) i przykladowej definicji (V.4auwamy
jeszczeze zasadnicza procedura metgdérednich, sktadagca sé z dwoch
iteracyjnie powtarzanych krokdw, jest w istocie mwazna minimalizaciji
funkcji (V.3) wzgkdem, kolejno, skupieA, dla zadanych reprezentantow
X%, @ nasgpnie — wzgédem reprezentantéw, dla zadanych skupied,.

V.4.5. Innym problemem wszystkich algorytmow z grypsrednich jest
ich lokalng¢, takze w obebie ustaloneg, to znaczy — zal@oi¢ otrzy-
mywanych rozwizan od punktow startowych. Wynika ona z istnienia (w
0goInaci, dla dowolnych zbioréw danych) wielu miniméw bdkych funk-
cji Q(P), nawet dla zadanega Trudna¢ t¢ omija st w obecnej chwili,
dzigki wzglednie szybkiej zbienosci procedury centrowania i reallokacji
(czyli szybkiemu osiganiu rozwizan {x%;,A¢},) oraz szybkéci dziatania
wspotczesnych procesorow, poprzez zadawanie wigio&rr@nych punk-
téw startowych i tworzenie ,statystyki” rozydan. Te z rozwizan, ktére
odpowiadai najmniejszym warticiom Q(P) i/lub ktére powtarzaj sic wie-
lokrotnie, @& akceptowane. Natg podkreéli¢, ze czsto r@nice wartdci
Q(P) dla r&nych rozwizah sa na granicy precyzji prowadzonych obliéze

V.4.6. Kwestia zalenosci od p jest traktowana w tej grupie algorytmow
podobnie jak w przypadku algorytmow agregacji hiehcznej — przez
analiz wartaci pewnego dodatkowego kryterium, wyliczanych dfzye
malnych podziatéw, otrzymanych dla kolejnych wéet@. Uwagi sformu-
lowane w punkcie V.3.4 znajdujakze i tutaj zastosowanie.

V.4.7. Bardzo wazna cechy algorytméwp-srednich jest maiwos¢ ich wy-
korzystania, w sposéb zupetnie naturalny, jako imadw klasyfikup-
cych. Jéli mianowicie w pewnym momencie mamy do czynienidordat-
kowymi obiektami, spoza pogtkowego zbioruX, to m@emy je whczye
do procedury w trakcie jej dziatania na etapie pizywania obiektow; do
reprezentantow’y i tworzenia w ten sposéb neghego podziatP={Ag},

jako obiekty o indeksactkrn. Mozemy to réwnie uczynt po zak@czeniu
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dziatania dla danego zbioru obiektéw. Musimy prgmt oczywicie, zato-
zy¢, ze zasadnicze warunki rozygywanego zadaniaeshie zmieniag (np.
liczba skupié p).

V.4.8. Jak wspominalmy, reprezentantami skupienie musz wcale by
srednie wartéci w skupieniu, hdz obiekty ze skupienia, najbbze sred-
nim, jakkolwiek te dwie sytuacje spotyka siajczsciej:

1
A = X, V.5
Xa cardA, %' (V:5)
czyli
1
X = X V.5’
" Card, ZAq « (V.5)

badz tez, poniewa definicja (V.5) w ogéinéci maze wyprowadat x°; poza
zbior X, a nawet poza prayta przestrzé X,

) 1
X2, = argmind(X, X ). V.6
a %x ( cardA, iDZA:q ) v-6)

Mozna, oczywicie, postugiwa si¢ innymi jeszcze definicjami, analogicz-
nymi do powyszych. Jednale metodgp-srednich stwarza réwnikemazli-
wos¢ odwoltywania si do zupetnie innego rodzaju reprezentacji, na przy-
ktad, modeli regresji wzgtlem okreélonych zmiennych, otrzymanych dla
poszczegodlnych skupigpor. Wyktad VI).

W tym miejscu wspomnimy jednak o innej im&j maliwosci, ktéra nie
wynika wprost z definicji (V.5) i (V.6). Ltatwo miawicie zauwayc¢, ze
jesli mamy do czynienia ze zmiennymi nominalnymi, ¥.5’) nie maze
by¢ stosowane. Nie niemy bowiem z zasady wygjat srednich z ,warto-
ci” zmiennych nominalnych. Na przyktadsiie26% obiektow w skupieniu
to kobiety, a 74% to giczyzni, to zastosowanie (V.5’) jest w ogdle nie-
mozliwe, podczas gdy zastosowanie (V.6) wrgm xOX da w wyniku
stwierdzenie,ze reprezentantem jestentzyzna (o0 cechach oldenych
przez pozostate zmienne), co nie zawsgdzie satysfakcjonagym wyni-
kiem. W dodatku, w sytuacjach, gdy mamy do czyrmenwieloma zmien-
nymi nominalnymi, a okrédenia przynajmniej niektorych z nich magha-
rakter subiektywny (,brunet”, ,przystojny”,...), &k satysfakcji z reprezen-
towania skupig przez (V.6) mae sk pogkbiac. Ewentualnym wyjciem
jest ,histogram (ogstasciowy) skupienia” (He i in., 2003, Huang, 1997,
1998). Oznaczmy mianowicie przeg(kl) liczbg obiektow nalgacych do
skupieniaqg, ktére przyjmu dla zmiennek wartcs¢ |. Oczywicie,
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> n, (Kl) = cardA, Ok

Wspomniany histogram skupienia jest zbiorem wektorévartcsci
{ng(kl)/cardAg}, dla wszystkich zmiennyck=1,...m, czyli czstaci wysk-
powania poszczego6lnych wastd | w skupieniu. Tak wic X°; nie jest ju
wektorem tylkom wartasci dla poszczegdllnych zmiennych, ale zbiorem
wektorow o zranicowanej dtugéci (liczby wartgci dla poszczegolnych
zmiennych g w ogoélngci rézne). Tym niemniej, caly opis metody
srednich pozostaje w mocy, pod warunkiem odpowieginiedefiniowania
odlegtaci wystkpujacej w (V.4), co jednak nie przedstawiadnych trudno-
SCi.

Zauwamy, ze dla przytaczanego poprzednio przykladu zmienirgrbej
(,kobieta”-,mgzczyzna”) metodg-srednich z histogramem ¢ztasciowym
skupienia nie dajeadnych korzyci (mamy tylko dwie méliwosci do wy-
boru i przypisanie do skupgigest take binarne). Korzici z zastosowania
tej metody § jednak zauwzalne dla zmiennych nominalnych ogkszej
liczbie wartgci.

V.4.9. Péwiecimy obecnie nieco uwagi zastosowaniu zbioréw rayuty.
Zbiory rozmyte, o ktérych wspomnighny, ze znajduy dos¢ naturalne za-
stosowanie w analizie skupieszczegolnie dobrze ,paslijdo metodyp-
srednich.

Przypomnijmy,ze oznaczenigia(X) odnosi st do stopnia przyna#osci
elementu (obiektux do pewnego zbioru (rozmyteg8) przy czym stopie
przynalenosci [J[0,1]. Tak wkc, jesli nasz podziat jest rozmytyP(), to
znaczy,ze sklada si ze skupié rozmytych, maemy powysze oznaczenie
uprascic do (i), czyli przynaleénosci obiektow o indeksaciill do skupi&

o indeksacly, g=1,...p.

Wspominalimy juz o podstawowym warunku sensowoibpodziatu roz-
mytego, czyli

Zp:/,zq(i):l oidl, (V.7)
q=1

oznaczacym, ze kazdy obiekti musi by doktadnie ,caty” ,rozdzielony”
migdzy skupienia rozmyte o indeksaghPoniewa poszukiwane warti

Hq(i) beda wyznaczane przy pomocy metod automatycznych, musim
sposob jawny ok ¢ i inne ograniczenia na nie, a mianowicie:

Hq(i) T [0,1] Oai (V.8)
oraz

84



Jan W. Owsiski
0<> (i) <n. (V.9)
i=1

Warunek (V.7) jest definicyjnym warunkiem zbioréezmytych, natomiast
warunek (V.9) ustalaze nie zajmujemy gizbiorami pustymi (lewa nierow-
nos¢), ani te zbiorami obejmujcymi wszystkie obiekty w casai (prawa

nierownag), tj. A=l.

Procedura optymalizacji jest doktadnie taka saml, W przypadku kla-
sycznych skupie A, tworzacych nierozmyty podziaP. Kolejno zatem

znajdujemy reprezentant6xf, i odpowiadajce im skupienia (tutaj rozmy-
te) A, & do spetnienia pewnego warunku stopu. Z jedreecie bardzo

wazng roznica: dzigki nieco zmodyfikowanej dla tej wersji metody pasta
funkcji celu, a mianowicie

n

p
Q(P,) =2 (1, (1)) 7d (%, %3). (V.10)

g=1 i=1
w ktérej a jest pewnym (dobieranym przezytkownika) parametrem, na
0go6t ald[1,»), oraz whdciwosciom tej funkcji, zwtaszcza #gej réznicz-
kowalnasci, mazliwe jest uzyskanie jawnych, analitycznych postaawia-
zah dla zada minimalizacji wzgkdemx’, orazA, (por. ostatni akapit punk-
tu V.4.4). | tak, dlao>1 i ustalonegoéy optymalnym rozwizaniem wzgi-
demA,, czyli, w tym przypadku, warfgi p(i), jest

-1

p
Hq(i) = [Z(d(xi X 1A%, xg )" | (V.11)
g'=1

tatwo zauway¢, dlaczego zateenie oa>1 bylo konieczne. Niezataie
jednak od czysto arytmetycznych powoddéw zaznaczmydlaa=1 otrzy-
muje sg rowniez bezpdrednio rozwizanie, ktore jest po prostu identyczne
z procedug minimalizacji odlegtéci od reprezentanta dla standardowych
skupie (i podziatéw) nierozmytych.

Jednoczénie, dla zadanych waga (i), otrzymujemy w sposob jawny
optymalnego (w istociesfedniego”, w sensiéredniej waonej, jako opti-
mum analogicznego dé&redniej, minimalizujcej wyraenie na wariang)
reprezentanta:

= (i(uq )% )/ > 4,00 (V.12
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Zaleznaosei (V.11) i (V.12) definiuj klasyczm procedug rozmytej wersiji
metodyp-§rednich, ktdg tutaj podajemy za pradBezdek i in. (1986). Jak-
kolwiek istniep inne jeszcze wersje tej metody z zastosowaniemorai
rozmytych, podana tutaj jest podstawowajprostsg i najczsciej uzywa-
na.

Nietrudno st przy tej okazji zorientow@ ze zastosowanie zbiorow rozmy-
tych, ktérego pierwotn motywach byta ,hiepewné¢” co do przynaleno-
sci obiektow do poszczegolnych skufoieokazato si dodatkowo (a by
moze i zasadniczo) uzasadnione prastalgorytmicza (jawne wzory za-
miast przegidu zbioru danych).

V.4.10. Metodap-érednich jest prawie rownie popularnym elementem ré
nych pakietébw analizy danych, co algorytmy agreighigrarchicznej. Ist-
niejace aplikacje najezciej same, automatycznie, dobierajjlepszep na
podstawie odpowiednich statystyk. Z drugiej stropynkty startowe &
ustalane przy pomocy prostej wsihej analizy zbioru danych, ¢to z za-
stosowaniem uproszczonych algorytméw agregacjiahibicznej, hdz
(czesciej) podziatu przestrzeni. Przy stosowaniu takaghlikacji naley
zwrOcik szczego6la uwag; wikasnie na otrzymywane liczby skupieraz na
wrazliwos¢ rozwiazan wzgledem tego i innych ewentualnie dgstych za-
lozen (na przyktad definicji odlegkei).

V.4.11. Naktad obliczeniowy algorytmoéw agregacijetairchicznej orap-
srednich najtatwiej ocefiina podstawie potrzebnej do obliazaielkosci
pamkci, poniewa wyznacza ona tak i liczbe wykonywanych operacji
arytmetycznych (w zawartych dalej kilku uwagach mezgkdniamy wielu
mozliwosci uproszczé algorytmicznych kdz algorytmow specjalizowa-
nych). Poniewa algorytmy agregaciji hierarchicznej polegaja poréwny-
waniu odlegtéci migdzy obiektami, a nagbnie ich modyfikacji i poréw-
nywaniu jako odleghci migdzy skupieniami, wic wymagag one pamyci
o obgtosci O(n%), jako, ze liczba odlegtéci miedzy n obiektami wynosi
n(n-1)/2. Liczba operacji me zatem siga O(n°) (otrzymanie caki
drzewa hierarchii wymaga wykonamekrokdw procedury). 3 natomiast
idzie o algorytmyp-srednich (w wersji nierozmytej), to poprzestane na
macierzyX, a w kadym kroku wyznaczanych jestodlegiaci (od repre-
zentantow). Algorytmy teasna ogot szybko zbime (czsto wystarczy kilka
lub kilkan&cie iteracji), co powodujeze dla daych n maj istotra przewa-
ge humeryczn nad algorytmami agregacji hierarchicznej. Problemjak
juz zauwaylismy, jest konieczr&@ rozpoczynania procedury z zrfych
punktow startowych, co i@ wspomniaa przewag znacznie zmniejszy
Pozostaje jednak kor&§ zwiazana z wielkécia pamkci.
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V.5. Metoda z globalnfunkcja celu

V.5.1. Obie zaprezentowane tutaj grupy algorytmduarte byty na nie-
zwykle prostych i intuicyjnie zrozumiatych zasadaftoza tym, wykazaj
one caly szereg innych cech pozytywnych, na przyklewlaszcza w od-
niesieniu do szyblkei dziatania oraz pewnych wiasioo teoretycznych (na
przyktad odtwarzanie przez algorytmy agregacji dvighicznej optymal-
nych struktur grafowych opartych na zadanym zbiaiziektow, ldz wia-
snaci podziatu przestrzerX i regut klasyfikacji w przypadku algorytmow
p-srednich).

V.5.2. Jednake obie te grupy metod mgjedm zasadnicz wack: nie do-
starczaj wprost rozwazania (hawet przybtonego) zasadniczego zadania
analizy skupié. Do jego otrzymania potrzebne jest zastosowandaio-
wych kryteriow, pozwalagcych na wybér pomidzy r&nymi rozwazania-
mi, generowanymi w sposéb jawny lub nie przez téoahe gtdwnie zale
nymi odp.

V.5.3. Dlatego t& od da¢ wczesnego etapu rozwoju analizy skupieod
konca lat sz&tdziesatych — poszukiwano metody (a zatem i modelu) anali-
zy skupid, pozwalajcej na rozwizanie jej zadania w cao. Poszukiwa-
nia te przybieraly w zasadzie wygknie postaformutowania odpowiednich
postaci funkcji celu. Zaznaczmy przy tyng znakomita wikszas¢ formu-
towanych funkcji celu i odpowiadgych im zada, na ogét o charakterze
zada programowania matematycznego, nadal byta unaea od wartéci

p.

V.5.4. Przedstawimy tutaj w skrécie jedno z niewikbnsekwentnych po-
dejs¢, dapcych w wyniku petne rozwianie zadania analizy skupiePo-
dejscie to zostalo opracowane przez autora niniejszgdgdadu (Owshski,
1991).

V.5.5. Wprowadzamy ogdénfunkcje celu zadania w postaci:

Q(P) = Q°(P) + Q4P), (V.13)
w ktorej Q°(P) jest funkch, opisupca (wszystkie) odleghci pomiedzy
skupieniami (obiektami w @iych skupieniach), zaQg(P) jest funkcj,
opisupca (wszystkie) bliskéci wewmatrz skupié (bliskosci pomkdzy
obiektami w tych samych skupieniach). Furk€j (P), oczywicie, mak-
symalizujemy. Analogiczn(,dualm”) funkcja celu jest

Q-(P) = Qo(P) + Q*(P), (V.14)
w ktérej, z kolei,Qp(P) wyraza odlegtdci obiektow naleacych do tych
samych skupie podczas gdyQ(P) — bliskdici obiektéw nalgacych do
réznych skupié. Zauwamy, ze Qp(P) moze by po prostu wyrzeniem,
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wykorzystywanym jako funkcja celu w metodapkrednich. Naturalnie,
Q-(P) jest minimalizowana.

V.5.6. Tak sformutowana globalna funkcja celu —bglma, poniewa przy
odpowiednich, sensownych postaciach jej dwu skkanmiodwzorowujemy
w sposbéb wigciwy podstawowe sformutowanie zadania analizy sbupi
uzyskujemy niezalaos¢ od liczby skupié, p — maze w szczegotach By
bardzo rénie formutowana. Pozwala to na odzwierciedlenieego wa-
chlarza sytuacji merytorycznych, odpowiaggich ré&nym postaciom
sktadnikow funkcji globalnej.

Przyktadovg postaci, dapca duze mazliwosci algorytmiczne (por. nagt-
ne punkty) jest, bodaj najprostsza:

SHCEN DI (V.15)

g=1 q'=q+1i0A, j0Aq

bedaca sum wszystkich odlegiri miedzy obiektami poleonymi w ré&-
nych skupieniach, wraz z

Qs(P) :ii Ds;, (V.16)

q=Li0A, jOA,j>i

czyli sumy wszystkich bliskéci migdzy obiektami poteonymi w tych sa-
mych skupieniach.

Jak wid&, w sformutowaniu tym postugujemyesjednoczénie odlegto-
sciami i bliskagciami, zgodnie zresztz das¢ wyrazna filozofia” metody,
widoczm w ogdlnych wzorach (V.13) i (V.14). Pozostaje matedpowied-
nie zdefiniowanie przegia medzy odlegtdcia a bliskdcia i vice versa, o
czym wspominafimy przy omawianiu tych peg.

V.5.7. Zagadnieniem zasadniczym pozostaje jednaksd&p optymalizacii
(minimalizacji, maksymalizacji) tych poych konkretnych postaci funkcji
Q.(P) lub Q' (P). Faktycznie, zagadnienie to bylo jedm zasadniczych
przyczyn poraek wiekszasci propozycji istotnie globalnych funkcji celu:
po prostu nie istnialy odpowiadag im efektywne algorytmy optymaliza-
cji. W wigkszaci przypadkéw algorytmy okazywatyesprzynajmniej pat-
gowe wzgédemn, o wysokim wyktadniku pemi, jesli nie wyktadnicze. A
jednoczénie — algorytmy agregacji hierarchicznej opgednich charakte-
ryzuja si¢ prostos i skaaczorm lub szyblg zbieznoscia.

V.5.8. W szczegolrimi, najmocniejszym przykladem jest bodaj rpsejace
sformutowanie zadania analizy skufiie

Q(P) = Zi;(yidy + (1;)(M-dy)) — min (V.17)
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gdziey; sa zmiennymi definiujcymi podziat, spetniacymi warunki poda-
ne w punkcie 11.3.5 wyktadu (wzory 11.22), gM jest pewn liczba, decy-
dujaca o skali funkcji celu (dla normalizowanych wastoodlegtaci bedzie
to 1). Latwo zauway¢, ze mamy tu do czynienia z zadaniem programowa-
nia liniowego o ograniczeniach okkenych przez (11.22), dla ktérego ist-
nieja efektywne algorytmy i pakiety programowe o wyspldprawndci
obliczeniowej. Zarazem jednak tm@ obliczy, ze musimy w tym zadaniu
uwzgkdni¢ n(n-1)(n-2)/6 ograniczé okreslonych wzorami (11.22), co ozna-
cza, na przyktad, dla 500 obiektow (zadanie ,w dpktrefie stanovgred-
nich”), liczbe ponad 20 milionébw ogranicae Bez algorytmoéw specjalizo-
wanych i procesoréw o najuwgzych wydajnéciach rozwizywanie tego
zadania jest nieniiwe.

V.5.9. Jéli sktadniki Q-(P) i Q (P) spetniaj pewne warunki, a w szczegol-
nosci — & monotoniczne wzgtlem operacji agregacji skupid to przeciw-
stawnie monotoniczne (na przykiad: jeden sktadoskie wraz z agregagj
skupier, podczas gdy drugi maleje, co jest spetniane psteanutowanie
oparte na wzorach (V.15, 16)), to Aiwe jest, mimo wszystko, zaprojek-
towanie prostego algorytmu (sub)optymalizacji zaproowanej tutaj funk-
cji globalnej. Algorytm ten odwotuje gi mianowicie, do rénic wartaci
Q-(P) lub Q'(P) wynikajacych z operacji agregacji.

Przéledzmy ten proces na przykiadzi® (P). Wprowadmy mnaznik
r0[0,1] i zmieimy nieco definia} Q (P):
Q' (Pr) =1 Q°(P) + (1)Q«(P) (V.18)
i zatbzmy, ze rozpoczynamy dziatanie algorytmuedl. Mamy woéwczas
Q'(P,1) =Q°(P).
Jeli tak, to oczywicie, ze wzgidu na wiasngci Q°(P) (przede wszystkim
monotoniczné wzglkdem p), optimum dlaQ’(P,1) jest réwnoznaczne z
podziatemP=I. Przy agregacji skupte(najpierw, oczywdcie, obiektéw)
mamy do czynienia z monotonicznym zachowaniem ddadaikéw opty-
malizowanej funkcji celu. Pozwala nam to na wylerkionkretnej agrega-
cji (pary skupid), dla ktérej przyrost jest najszybszy (aewizmiana —
zmniejszenie — odpowiadgej mu wartéci r najmniejsza), zgodnie z wa-
runkiem agregaciji dla podziaki

r Q°(P) + (11)Q(P) =1 (Q°(P)-4°) + (1)(Q(P)+29), (V.19)

(gdzieA® i As oznaczaj odpowiednie przyrosty sktadnikéw funkcji celu w
stosunku do ich wartai dla P) skad, po prostej redukcji, dostajemy zale
nosé

IAP + (14) As= 0 = r =Ag/ (As+AP), (V.20)
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z ktorej maemy wyznacz§ kolejne, nasfpne wartéci parametru, odpo-
wiadapce kolejnym lokalnie optymalnym wagiom Q (P) i postacionP,
wynikajacym z kolejnych agregaciji. Jakedatwo zorientowd, rozwiazanie
(sub)optymalne otrzymywane jest, kiedy waéto przejdzie przez %.. Dal-
sze agregacje, dlaponiej Y2, prowadz juz do nieoptymalnych rozwzan
(agregaciji skupie zbyt odlegtych od siebie).

V.5.10. Przedstawiona w zarysie procedygcay zalety globalnsei, wzgk-
dem zaréwno zawardoi A, jak i ich liczngci p, z prostad algorytmu, kto-

ry polega nadczeniu skupig na zasadach podobnych do algorytméw agre-
gacji hierarchicznej. Otrzymane rozwanie jest co prawda suboptymalne,
ale dysponowanie globalrfunkcja celu pozwala na ewentualne poszuki-
wanie innych rozwizan, poza otrzymanymi z procedury, agtajmi poten-
cjalnie lepsze wartmi funkcji celu. Mo@ temu shiyé, w szczegolngi,
proste algorytmy oparte na idei wymiany obiektowamy skupieniami.

V.6. Zastosowania w eksploracji danych

V.6.1. Dziedzina eksploracji danych (adenia” danych, angdata mining
jest wynikiem potrzeby (ale zarazem i #iwosci) analizowania bardzo
wielkich zbioréw danych, dbacych wynikiem rozwoju informatyki, a w
szczegOlnéci — internetu. Automatycznie zbierane dane, ngkbarl przez
operatoréw telefonicznych,allz internetowych (logi), § gromadzone w
zbiorach o licznéciach sg¢gajacych miliardow obserwacji (obiektow). lan
cechy tych danych jest, zazwyczaj, niemnos¢ przedstawienia ich w posta-
ci ,porzadnej” macierzyX (inherentnie zmienna dtugd odpowiednich re-
korddéw, braki w danych), cldby ze wzgédu na rozmiary tych zbiorow.

V.6.2. Celem eksploracji danych jest uzyskanie wjeda podstawie tak
wielkich zbioréw danych, przy czym z géry zaktadarey wiedza ta &dzie
miata charakter przyliony.

V.6.3. Jest rzegzoczywisty, ze w takich sytuacjach stosogvenozna tylko
metody niezwykle uproszczone. | tak, eksploracjayda postuguje giw
istocie wyhcznie uproszczonymi metodami analizy skapMy stosunku do
metod, jakie mogtyby znaté (i faktycznie znajduj) zastosowanie w eks-
ploracji danych, mina z gory sformutow@aszereg zateen, jakie powinny
one spehié&

- tylko jeden, najwyej dwa (a w kadym razie bardzo ograniczona licz-
ba), przegidoéw catego zbioru obiektéw,

- postugiwanie @ potazeniami obiektéw,x;, raczej nt ich (jawnymi)
odlegtaciami lub bliskdciami, a jali odlegtdici i bliskosci s faktycz-
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nie wyznaczane, to tylko na bigym etapie algorytmu, bez przecho-
wywania (wzadnym przypadku) macierzy odleggolub bliskaci,

- bezpdrednia analiza dokonywana sekwencyjnie (obiekt piekzie),
albo co najwyej w odniesieniu do stosunkowo niewielkich podzéwer
rozpatrywanego zbioru,

- mozliwosé — ograniczona — zastosowania modelu klasyfikaggner
do momentu wykrycia znacznych ogisttw od tego modelu.

V6.4. Mazha sk fatwo zorientowd, ze ten zestaw zaten wyklucza wyko-
rzystanie globalnych funkcji celu i orientuje w kKieku zastosowania algo-
rytméw lokalnych, to znaczy przede wszystkim algow agregacji hie-
rarchicznej, podziatu przestrzeni oraz algorytmgmutp-srednich. W isto-
cie, metody (heurystyki) eksploracji danych posjagsic szeregiem pro-
stych zabiegbw znanych z dziedziny analizy skiypig tym zwlaszcza z
zakresu algorytmow agregacji hierarchicznej (zasaajhlizszego ssiada)
oraz podziatu przestrzeni (nie roznianie obiektdéw, ktore spetnigpewne
warunki blisk@ci, i poszukiwanie rozvgzania w postaci takich wdaie
podzbioréw nierozrinialnych obiektéw). Populardoia ciesz sig réwniez
algorytmy pochodace z grupy metog-srednich, zwlaszcza wobec faktg
postuguj sic one praktycznie wytznie potaeniami obiektéw, a nie odle-
gtosciami miedzy nimi (na kadym kroku wyliczane $ tylko odlegtaci
wszystkich obiektéw od odpowiadajch im reprezentantéw skugple oraz
mozliwosci stosowania ich w postaci algorytmow klasyfikamygh.

V.7. Przypadek jednowymiarowy

V.7.1. Skomentujemy obecnie pokrotce przypadek expiny, w ktérym
dane g obiekty scharakteryzowane tylko jedomienm. Zajmiemy s¢ nim,
dos¢ zresza pobieznie, z dwdch przyczyn: po pierwsze, wiele aplikagjiu
arkuszy kalkulacyjnych zawiera (niekiedy wytnie, w sensie algorytméw,
ktére mana by zaliczg do analizy skupi® taka wiasnie maliwos¢, a
wigc podziatu na ,segmenty” pewnega@il uporadkowanych warteci, i
po drugie — jest to w istocie przypadek szczegdiale z punktu widzenia
stosowanych do niego metod.

V.7.2. Takim standardowym zastosowaniem zadaniaiphdcagu warto-
$ci na ,segmenty” jest wspomniany poiey przypadek podziatlu pewnego
uporzdkowania kdz rankingu. | tak, magc, na przyktad, przedgiiorstwa
uporadkowane ,,0d najwikszego do najmniejszego” chcieldoyy w jaki
tatwy (automatyczny) i zrozumiaty sposob podZigd na kategorie, odpo-
wiadapce, powiedzmy, pegiom ,najwieksze”, ,bardzo die”, ,duze”, ...,
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itp., na ktorej to podstawie moglifiymy, powiedzmy, do dalszej analizy
zdefiniowa odpowiednie zbiory rozmyte odpowiadeg tym pogciom.

V.7.3. W rozwaanym przypadku znacznie giisze zastosowanie nna
0ogo6t w dziedzinie analizy skupieznajdup klasyczne metody statystyki
matematycznej, co jest prastonsekwengj faktu, ze mamy do czynienia
tylko z jedry zmienny, a zatem na pewno analizowane zmienp@gdno-
rodne. W istocie, najefektywniejsze metody podzigdnowymiarowego
oparte g na modelach statystyki, a w szczegébie- na zalaeniach i wy-
nikach dotycacych rozktadow prawdopodolsistwa wartéci danej zmien-
nej w populacji odpowiadagej badanemu zbiorowi obiektow (ktory albo
jest catdcia tej populacji, albo prédbz niej, niekoniecznie o charakterze
losowym).

V.7.4. Najprostszym pogbowaniem w rozwzanym przypadku wydaje i
by¢ na pierwszy rzut oka podziat wedlug aghsiw miedzy wartgciami.
Zilustrujemy to przykladem, pokazanym na Rys.V.3.

wartas¢ zmiennej
Rys. V.3. llustracja

zagadnienia podziatu
T. linia réwno- jednowymiarowego

. miernego spad- zbioru obserwacji
/ KL (obiektow)

| | | kolejncs¢ obiektéw
1 2 3 4 5 6 B 9 10 11 1 wedtug wartsci
zmiennej

Mamy n=12, a poniewajest tylko jedna zmienna, wa#to jej dla poszcze-
golnych obiektéw oznaczymy, i=1,...,12. Zataymy przy tym,ze numera-
cja obiektow odpowiada ich kolejt@ w uporzadkowaniu (czylix=x.1),
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zgodnie z rysunkiem. Nie zmniejszy to ogdicionaszych rozwaan, ponie-
waz zawsze mgemy zmiend kolejnas¢ indekséw obiektow w zbiorze

Wprowadmy obecnie @g wartaci réznic Ax=x-X.1, i=1,...n-1. Mozemy
procedu¢ podziatu zbiord={1,...,12} oprz& na tych wartéciach. W pierw-
szym kroku znajdujemy mgxx i dokonujemy pierwszego podziatu zbidru
pomigdzy arg ma)\x oraz arg madx+l, co odpowiada podziatowi w
miejscu, gdzie rinica midzy kolejnymi wartéciami zmiennej dla kolej-
nych obiektow jest najwksza (na Rys. V.3 — powiedzmy, qdzy i=2 ai=3,
co daje po pierwszym kroku podziat na dwa skupienfd2} i
{3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}). W drugim kroku szukamgjwickszej ré&nicy w
obrebie istniejcych skupié (na Rys. V.3, powiedzmyxy), itd.

W ten sposéb realizujemy proceduyrodziatu hierarchicznego (wspomnieli-
smy juz o istnieniu takich procedur), opamia r@nicach mgdzy kolejnymi
obiektami w uporzdkowaniu. Maemy j, analogicznie (chow odwrotnym
kierunku) jak procedury agregaciji hierarchicznejpmbwadzt az ,do kon-
ca’, to znaczy do otrzymania skupidedacych pojedynczymi obiektami.
Podobnie jak i w tamtym przypadku powstanie wowqaadblem ustalenia,
w ktérym miejscu tej procedury otrzymujemy ,\étdwe” rozwigzanie.

Dos¢ prost i intuicyjnie narzucajca sie podpowiedzi maze by poréwna-
nie z pokazagna Rys. V.3 ,lind rbwnomiernego spadku”, czyli pragbo-
prowadzomn przez punktyx; orazx, (tutaj: x;5). Latwo zauway¢, ze jeli
roznica Ax; jest wiksza nk wynikajaca z ,rownomiernego spadku” (odpo-
wiednie linie s¢ przecinay), to istnieje podejrzenige w tym miejscu nale-
zatoby dokona podziatu.

V.7.5. Zarysowana procedura jest w istociécdagolna i mae zosté zaak-
ceptowana, z jednym wszak bardzo wanym warunkiem:ze jako ,linii
réwnomiernego spadku’edziemy wywali linii wynikajacej z naszej wie-
dzy dotycacej faktycznego rozktadu wielkol obserwowane] zmiennej w
badanej populacji (w szczegokmd maze to by takze owa prosta réwno-
miernego spadku, przytoczona w przykladzie). Zasmabowiem,ze bar-
dzo czsto mamy do czynienia z rozktadami, w ktérych wastk skrajne
(badz wielkosci na jednym ze skrajow, na przyktad najkgze) wystpuja
rzadziej nk pozostale, i to w sposob bardzo regularny (nakteeyrozktad
normalny, rozklad Poissona, itp.).slemamy zatem wiedg pozwalajca,
przynajmniej w przyblieniu, zatay¢ sensownie rodzaj rozktadu, a zatem i
odpowiadaica mu linie spadku wartéci, to linia taka mee shey¢ za pod-
stave do dokonywania podziatbw w ramach procedury podpluo po-
przednio zarysowanej.

Uwazny Czytelnik zorientowat sijuz jednak zapewne,e tego rodzaju po-
stepowanie niesie ze selvyyzyko wewrrtrznej sprzeczriwi: jesli jest praw-
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da, ze w danej populacji rozktad wagtm zmiennej ma zatmny charakter,
to jaki sens majwprowadzone na jego podstawie podzialy, a zatskui
pienia? Jest to zagadnienie doktadnie analogican@z/taczanego fswo-
jego czasu przy omawianiu stosunku metod analinycado metod staty-
styki matematycznej i rachunku prawdopodabteva.

Z powyzszych powodow stosujeesha ogdt w zadaniach podziatu jedno-
wymiarowego metody najprostsze, podobne do zilusine] przy pomocy
Rys. V.3, a wi¢c oparte na poréwnywaniu ndic. Podkrélmy jednak,ze
czesto & one odpowiednio modyfikowane ze wagli ha specyficzne cechy
konkretnych zada

Postugugc sk algorytmami podziatu upogdkowar w ramach rénych pa-
kietbw oprogramowania zwéty baczm uwag: na zatagenia, jakie g przy
tym czynione i czy nasz przypadek w rzeczywisitapetnia te zaleenia.

V.7.6. Na zakaczenie jeszcze jedna uwaga: odwetaly sk tutaj do algo-

rytmu podziatu hierarchicznego, analogicznego wmpaw sensie do agre-
gacji hierarchicznej, lecz niejako ,odwrotnego”. Mtocie, zastosowanie
algorytmu podziatu hierarchicznego do tego zad@sa niejako naturalne,
znacznie bardziej odpowiedniezrw ogoinym przypadku wielowymiarowe-
go zadania analizy skupie

V.8. Przykiad zastosowania

V.8.1. Zarysujemy obecnie przyktad konkretnegoasmsivania metod anali-
zy skupig, taki, w ktorym zastosowanie to dato ikee i das¢ zaskakujce
wyniki. Ze wzgkdu na ograniczanobjetos¢ wyktadu ograniczymy sido
dos¢ pobieznego zarysu tego projektu badawczego i jego wynikow

V.8.2. W latach 1980-1984 prowadzono w Instytuced® Systemowych
PAN prace dotycxe Belchatowskiego Okgu Przemystowego (BOP).
Prace te koncentrowatyesha zagadnieniach rolnictwa w obszarze oddzia-
tywania BOP. Chodzito gtéwnie o skutki rolnicze Wiej odkrywki wegla
brunatnego (,najweksza dziura w ziemi w Europie” i zadany z na tzw. lej
depresyjny, czyli obrenie poziomu wbd gruntowych, oraz zanik niektorych
wod powierzchniowych, rownieciekow), a take elektrowni (zanieczysz-
czenia powietrza). Prowadzono, calzy innymi (projekt obejmowat ték
model optymalizacyjny rolnictwa regionalnego), éaatdostpnych danych
dotycacych rolnictwa na poziomach gospodarstw, wsi i gmin

Ostatecznym celem miato bykreslenie wielkaci i charakteru inwestycji
niezkednych dla utrzymania produktywfm i optacalndci dziatalndgci
rolniczej na tych terenach (jednym ze zleceniodawdiyt Wojewodzki
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Zarzad Inwestycji Rolniczych w Piotrkowie TrybunalskinAnaliza danych
miata zatem z jednej strony dostarepodstaw do budowy odpowiedniego
modelu, a z drugiej — pozwélna sprawdzenie pewnych zasadniczych hipo-
tez, dotycacych charakteru zachogtz/ch proceséw (por., np. Oviski i
Hotubowicz, 1986, Owsiki, 1987).

V.8.3. W szczegolnei, analizowano dane o poszczegolnych wsiach (ebiek
tach) w okolicy odkrywki. Dla kadej wsi (w zalenosci od wariantu badania

— 0d n=18 do 31 wsi-obiektow) dysponowamae=8-15 zmiennymi, takimi
jak, na przyktadsrednia bonitacja (jaka) gleb ornychgsrednia jaké¢ uzyt-
kow zielonych @k i pastwisk), udziat powierzchnizytkdw zielonych, plo-

ny z hektara wybranych §lin uprawnych, obsada bydta, liczba traktoréw na
1 hektar, itp.

Jedny z hipotez roboczych, wynikagych z bada agrotechnicznych i eko-
nomicznych, bylo istnienie okflmnych strat na obszarachiytkow zielo-
nych, wynikajce z wplywu leja depresyjnego, przy jednoczesnyakipr
strat na gruntach ornych, na ktérych uprawiarsting znacznie mniej wra
liwe na dosgpnas¢ wody gruntowej ni taki i pastwiska.

Niezaleznie od wspomnianych poprzednio zmiennych rolniczykézda
wies byta scharakteryzowana paémiem wzgidem odkrywki i wzajem
wzgledem siebie. Znacznie uproszczony schemat przestyzekladu wsi

pokazano na Rys.V.4.
obszar
. “— odkrywki

-Q

Rys.V.4. Uproszczony schemat przestrzenny uktadunavs
obszarze oddziatywania BOP.

V.8.4. Przeprowadzono szereg przelicamalizy skupié przy pomocy me-
tody autora wyktadu, opisanej w punkcie V.5. W pakawych przelicze-
niach nie uwzgldniano w ogole jako zmiennej (ani odlegh) potazenia
wsi wzgkdem odkrywki. Tym niemniej otrzymywano konsekweatobraz
0 znaczcej strukturze przestrzennej, podobny do pokazampegyktadowo
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na Rys. V.5 (otrzymywano za dym razem 3-4 skupienia, nagsziej, jak
to pokazano na Rys. V.5 —trzy).

Wyshuto przypuszczeniegge ten wyrany uklad przestrzenny z odkrywk
jako jego drodkiem wynika z wptywu strat ponoszonych nigtiach zielo-
nych. Przeprowadzono wobec tego dalsze przeliczewniktérych wplyw
stanu aytkow zielonych byt zminimalizowany. Jednak i te@liczenia daty
w wyniku podobg struktug przestrzengwsi.

obszar
. < odkrywki

skupienie
. < nrl

skupienie
< nr2

skupienie
< nr3

Rys.V.5. Typowy uktad przestrzenny wsi w obszarddzia-
tywania BOP otrzymany w wyniku analizy skupighez
uwzgkdniania potaenia jako zmiennej).

V.8.5. Trzeba byto wobec tego uznae zjawisko to ma inny charakterzni
wynikajacy ze wspomnianej hipotezy. Przeprowadzono dodatkoadania,
ktére doprowadzity do ustalenia przyczyny przestreg regularngci, po-
jawiajacej st w wynikach analizy skupfe Byta nia che¢ (niektorych) rolni-
kow uzyskania odszkodowaza straty spowodowane przez odkrygwRro-
wadzca do fatszowania niektorych danych, zwtaszczaamatych plonéw
roslin polowych. Poniewa byto jasne,ze szansa uzyskania odszkodawa
rosnie w miae zblizania s¢ do kopalni i zwgkszania si faktycznie odnoto-
wywanych strat w wyniku oddziatywania leja depresgo, zafatlszowania
te rowniez wzrastaty w pobliu odkrywki.

V.8.6. W ten sposob, przy pomocy analizy skiapiespartej dodatkowymi
badaniami, uzyskano wiegdzlotyczca zachowa (czsci) rolnikow w po-
blizu kopalni odkrywkowej. Wiedza ta zostata uzyskaigjako ,po dro-
dze”, w wyniku posfpowania nakierowanego na inny cel. Jakkolwiek mu-
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siata ona zostaempirycznie potwierdzona, maa powiedzié, ze jej uzy-
skanie odbyto sipraktycznie bez kosztow.

Pamktajmy jednakze bardzo ogsto analiza skupienie tylko nie prowadzi
do tak spektakularnych wynikéw, ale w ogdle nieedapdstaw do sensow-
nego, dobrze uwarunkowanego podziatu zbioru obsgrwa podzbiory.
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