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POJECIA PODSTAWOWE
I NOTACJA

W sposodb nieco uproszczony, lecz ogdlny, problem decyzyjny mozna sfor-
mutowaé sposéb nastepujacy:

dla danego zbioru wariantow
wybierz wariant, ktory
w danym kontekscie decyzyjnym
jest najbardziej preferowany.

(1)

Warianty poréwnujemy na podstawie kryteriow, ktore sa Zrodtem ocen
wariantow.

Poniewaz jako regute przyjeliSmy, ze mamy do czynienia z wiecej niz jed-
nym kryterium, sprawa nie jest oczywista.

Zauwazmy jednak najpierw, ze nawet w przypadku dwoch lub wiecej kry-
teriow zdarzaja sie sytuacje, gdy w zbiorze wariantéw dopuszczalnych jeden
wariant jest wzgledem wszystkich kryteriéw bardziej preferowany niz kazdy
inny wariant. Takie warianty nazywamy utopijnymi (stosowany jest takze
termin wariant idealny).

Tabela 1 i odpowiadajacy jej rysunek 1 przedstawiaja przypadek, gdzie
wystepuja tylko dwa warianty i jeden z nich jest utopijny (wariant A).

Tablica 1 Dwa warianty, z ktérych jeden jest utopijny.

Typ kryterium Wariant A Wariant B
Kryterium 1 "im wiecej tym lepiej" 75 25
Kryterium 2 "im wiecej tym lepiej" 75 25

Rysunek 2 przedstawia sytuacje, gdzie wariant utopijny nie wystepuje
(gdyz nie istnieje dopuszczalny wariant odpowiadajacy najbardziej prefero-
wanym wartosciom kryteriow reprezentowanych przez 7).

W praktyce warianty utopijne wystepuja niezbyt czesto.

Z drugiej strony, czesto zdarza sie, ze z pary dwoch wariantéw jeden jest
preferowany ze wzgledu na wszystkie kryteria.

Mowimy wtedy, ze zachodzi dominacja.
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Kryterium 1 - "im wiecej tym lepiej"

Rysunek 1 Przyktad z dwoma wariantami.

Pojecie dominacji prowadzi nas wprost do pojecia efektywnosci.

Dla zachowania precyzji rozwazan bedziemy potrzebowaé¢ dozy formali-
zmu i w tym celu zdefiniujemy problemy Wielokryterialnego Podejmowania
Decyzji (WPD) w terminach zbioréw dopuszczalnych wariantow, kryteriow,
oraz ocen.

U podstaw WPD lezy pojecie efektywnosci, ktore jest wykorzystywane dla
réznicowania wariantow. Stanowi ono pomost pomiedzy nieformalna defini-
cja problemu decyzyjnego (1) a Wielokryterialnym Podejmowaniem Decyzji.
Pojecie to pojawia sie w spos6b naturalny, gdy poréwnujemy warianty wzgle-
dem wiecej niz jednego kryterium.

Jezeli na przyktad warianty sa porownywane wzgledem kryterium pono-
szonego kosztu (wyobrazmy sobie zakup domu), wtedy w sposéb naturalny
mozna przyjacé, ze wariant najtariszy jest wariantem najbardziej preferowa-
nym.

Lecz co wtedy, gdy w gre wchodzi dodatkowe kryterium? W przypadku
zakupu domu nie zapominamy przeciez o powierzchni. W powszechnym od-
czuciu im wiekszy dom tym lepiej (w racjonalnym oczywiscie zakresie). Jak
jednak postepowac, gdy oba kryteria, koszt i powierzchnia, sg rozpatrywane
tacznie? Czy koszt moze by¢ najnizszy w przypadku najwiekszego domu? W
takim przypadku mielibyémy do czynienia z prawdziwa okazja, jednak rze-
czywistosé rynku nieruchomosci jest taka, ze reguta jest, iz im wiekszy dom
tym wyzsza cena. Nie wyklucza to jednak przypadkow, ze lokalnie moze wy-
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Kryterium 1 - "im wiecej tym lepiej"

Rysunek 2 Przyktad, w ktorym wariant utopijny nie wystepuje.

stapi¢ sytuacja, w ktorej wiekszy dom jest tanszy niz mniejszy (pomijamy tu
inne kryteria). Taka sytuacje formalizuje pojecie dominacji.

W zbiorze wariantéw dopuszczalnych wariant dopuszczalny x nazywamy
zdominowanym, jezeli w tym zbiorze istnieje inny wariant, powiedzmy wa-
riant 2/, taki, ze

- x’ jest tak samo lub bardziej preferowany niz r wzgledem wszystkich
kryteriow,

i

- 2/ jest bardziej preferowany niz x wzgledem co najmniej jednego
kryterium.

Jezeli zachodzi powyzej opisana sytuacja dominacji, to wariant x’ nazy-
wamy dominujacym.

Mowimy, ze para wariantow x i 2, gdzie x jest zdominowany a z’ jest
dominujacy, jest w relacji dominacji w sensie Pareto'.

W zbiorze zawierajacym wiecej niz dwa warianty, w sposéb oczywisty ten
sam wariant moze by¢ dominujacy, a jednocze$nie zdominowany.

Przyjmujemy konwencje, ze wszystkie kryteria sa typu "im wiecej tym
lepiej”.

Zaktadamy takze, ze kryteria sa wyrazone na skali liczbowej.

Zatem, jezeli kryterium jest typu "im mniej tym lepiej” zawsze mozemy
sprowadzi¢ go do typu "im wiecej tym lepiej” mnozac wszystkie mozliwe war-

Wilfredo Federigo Damaso Pareto, 1848-1923, wloski ekonomista i socjolog.
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Rysunek 3 Pary wariantéw w relacji dominacji w sensie Pareto - przypadek I.

tosci tego kryterium przez -1.

W zbiorze wariantéw dopuszczalnych wariant, ktéry nie jest dominowany
przez zaden inny wariant z tego zbioru nazywamy wariantem efektywnym.

Innymi stowy, wariant jest efektywny, jezeli nie istnieje inny wariant w
zbiorze wariantow efektywnych, ktory:

- wzgledem wszystkich kryteriow jest w takim samym stopniu
lub bardziej preferowany
i

- wzgledem co najmniej jednego kryterium jest bardziej prefero-
wany.

Warunki na to, aby wariant byl efektywny sa stabsze niz na to, aby wa-
riant byl utopijny. W rezultacie warianty efektywne wystepuja znacznie cze-
$ciej niz warianty utopijne.

Wariant utopijny jest efektywny, ale nie odwrotnie.

Warianty, ktore nie sg efektywne nazywamy wariantami nieefektywnymi.

W konwencji, w ktorej gwiazdki oznaczaja warianty utopijne, kota za-
czernione oznaczaja warianty efektywne nie bedace jednoczesnie utopijnymi,
natomiast kola niezaczernione oznaczaja warianty zdominowane, rysunek 3
i rysunek 4 przedstawiaja kilka wariantow reprezentowanych przez wartosci
dwoch kryteriow. Linie przerywane pomiedzy parami wariantow wskazuja,
ze pary te znajduja sie w relacji dominacji w sensie Pareto. Na rysunku 3
jeden wariant jest w sposdb oczywisty utopijny (a zatem jest efektywny).
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Rysunek 4 Pary wariantow w relacji dominacji w sensie Pareto - przypadek II.

Wariant ten, z definicji, jest w relacji dominacji w sensie Pareto z kazdym z
pozostalych wariantow.

Rysunek 4 przedstawia ten sam zbiér wariantow, z ktorego jednak usu-
nieto wariant utopijny. W tym przypadku wariantow efektywnych jest wiecej
niz jeden.

Jezeli zbior wariantow jest zadany w sposob posredni poprzez warunki
(ograniczenia), liczba wariantéw moze by¢ nieskorniczona. W takim przypadku
nie ma mozliwosci przedstawienia graficznie wszystkich relacji dominacji w
sensie Pareto, jednak mozna to zrobié¢ dla wybranych par wariantow.

Na rysunku 5 podany jest przyktad zbioru wariantéw reprezentowanego
przez dwa kryteria, gdzie zbior wartosci kryteriow ma ksztatt wieloboku.

W tym przypadku wariantami efektywnymi sg te warianty, ktorych wek-
tory kryteriow tworza czesé brzegu wieloboku oznaczong na rysunku pogru-
biona linia.

Czesto warianty nieefektywne sa w procesach decyzyjnych pomijane, gdyz
w sposob oczywisty nie sg one racjonalnymi kandydatami na wariant najbar-
dziej preferowany.

W naszym przyktadzie zakupu domu, jezeli mozna kupi¢ wiecej za mniej,
to po co czynié¢ przeciwnie? Dlaczego nie wykorzystaé¢ oczywistej okazji?

Jednak nie zaleca si¢ usuwania wariantéw efektywnych z rozwazan w spo-
s6b bezpowrotny. W zmiennym otoczeniu decyzyjnym (na przyktad, gdy
zbior kryteriow ulega zmianie), nieefektywne (to znaczy dominowane) wa-
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Rysunek 5 Pary wariantow w relacji dominacji w sensie Pareto - przypa-
dek III.

rianty moga stac sie efektywnymi.

Dlatego rozsadnie jest oznaczy¢ nieefektywne warianty jako tylko chwi-
lowo pomijane w rozwazaniach i zachowac je dla ewentualnych dalszych ana-
liz.

Pamietajac o powyzszej uwadze o nieostatecznym statusie wariantéw nie-
efektywnych mozemy teraz bezpiecznie sformutowac stwierdzenie, ze przewa-
zajaca wiekszos¢ metod WPD sprowadza sie do wyboru wariantu najbardziej
preferowanego ze zbioru wariantéw efektywnych.

Matematyczny model problemu WPD ma nastepujaca postac:

wybierz wartant x dla ktorego wektor
fz), z € Xo C X, (2)

jest najbardziej preferowany,

gdzie X jest zbiorem (przestrzenia) potencjalnych wariantow, Xy jest zbio-
rem wariantéw dopuszczalnych, f : X — R* jest odwzorowaniem kryte-
rialnym, w ktorym f = (fi,..., fx) a fi :+ X — R jest funkcja kryterium,
1 =1,...,k, k> 2. Jak juz moéwiliSmy wczedniej, zakladamy, ze wszystkie
kryteria sa typu "im wiecej tym lepiej".

Wariant x, dla ktorego f(x) jest najbardziej preferowanym wektorem war-



tosci (funkcji) kryteriow jest wariantem najbardziej preferowanym.

Z algorytmicznego punktu widzenia problem (2) jest zle postawiony. Istot-
nie, tak dlugo jak nie wiemy, co doktadnie oznacza sformutowanie "najbar-
dziej preferowany”, tak dlugo nie jesteSmy w stanie zaproponowaé¢ zadnego
sposobu dochodzenia do rozwiazania problemu.

Taka wiedza, w formie jawnej badZ niejawnej, jest w wytacznym posia-
daniu decydenta. Podstawowym zalozeniem metodyk podejmowania decyzji,
ktorymi zajmujemy sie tutaj jest to, ze wiedza ta nie moze byé¢ pozyskana
od decydenta ani "z goéry” ani jednorazowo.

Bedziemy czesto wykorzystywac fakt, ze nastepujacy problem, nazywany
problemem optymalizacji wektorowey,

vmazf(x), v € Xog C X, (3)

gdzie vmax oznacza operacje wyznaczenia wszystkich wariantéw efektyw-
nych, jest prawie zawsze dobrze postawiony, w tym sensie, ze przy stabych
zalozeniach, spetnionych na ogét zawsze w praktycznych zastosowaniach, ist-
nieje rozwiazanie problemu (3).

W sposob catkowicie jednoznaczny warianty sa reprezentowane przez od-
powiadajace im wartosci kryteriow.

Pamietajac o tym, bedziemy operowaé gtéwnie na elementach f(x) zbioru
f(Xo) i dla zwieztosci prezentacji bedziemy uzywac y i Z dla oznaczenia

y:f($)’ iZ:f(AXO)'

Oczywiscie Z C RF. Elementy {y} zbioru Z bedziemy nazywaé¢ ocenami,
a przestrzenn R* przestrzeniq ocen.

Przy takiej konwencji dla danego dopuszczalnego wariantu x, y; oznacza
warto$¢ i-tej wspotrzednej oceny y = f(x).

Zatem y; jest wartoscig i-tego kryterium dla wariantu x.

Wtasnosci wariantow moga by¢ przedstawiane i analizowane w odniesie-
niu do ocen y.

Bedziemy odwolywaé sie bezposrednio do notacji z, Xo, f(z), f(Xo),
tylko wtedy, kiedy bedziemy przedstawiaé¢ przykltady probleméw WPD, w
ktorych dopuszczalne warianty beda zdefiniowane w sposob posredni (tj. w
postaci zbioru ograniczen).

Ponizej przedstawiamy definicje ocen efektywnych oraz definicje ocen
stabo efektywnych



Ocena y € Z jest efektywna, jezeli nie istnieje ocena y, y # y, taka, ze
Yi > Ui, 1t =1,...,k, oraz y; > y; dla co najmniej jednego 1.

Innymi stowy ocena jest efektywna jezeli nie istnieje ocena bardziej pre-
ferowana.

Oceny, ktore nie sa efektywne, nazywamy ocenami nieefektywnymi.

Z definicji wariantow efektywnych (nieefektywnych) podanej wyzej wy-
nika, ze wariant jest efektywny (nieefektywny) wtedy i tylko wtedy, gdy jego
ocena jest efektywna (nieefektywna).

Innymi stowy preferencje wzgledem ocen ustalaja (implikuja) preferencje
wzgledem wariantow.

Podzbioér wszystkich ocen efektywnych zbioru Z jest zwykle nazywany
zbiorem Pareto. Bedziemy czesto z tego okreslenia korzystac.

Ocena gy € Z jest stabo efektywna, jezeli nie istnieje ocena y, y € Z, taka,
ey >V, t=1,..., k.

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywaé¢ dwa elementy okre-
$lone w przestrzeni R*.

Element § przestrzeni R*, nazywany elementem utopijnym, jest wyzna-
czany jako

J; = maxvy;, 1 =1,... k.
yl yEZ y'l? ) b

Bedziemy zaktadaé, ze wszystkie wyzej okreslone maksima istniejg.
Element ¢ nie musi reprezentowa¢ zadnego wariantu dopuszczalnego.
Element y* przestrzeni R* jest wyznaczany jako

yi =9 +e€ t1=1,..k,

gdzie € > 0.
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CHARAKTERYZACJE

Charakteryzacja A

Warunek wystarczajgcy
Ocena, ktora jest rozwiazaniem problemu optymalizacyjnego

min max Ai(y; — %), (4)

gdzie \; > 0, 1 =1,.... k, jest stabo efektywna.

& Warunek konieczny
Kazda ocena stabo efektywna jest rozwiazaniem problemu optymalizacyjnego
(4) dla pewnego \; >0, i =1,..., k.

Rysunek 6 przedstawia warstwice funkeji celu problemu optymalizacyj-
nego (4) odpowiadajaca minimalnej wartosci tej funkeji osiaganej na zbiorze
Z. Maksimum funkcji jest osiggane dla oceny stabo efektywnej.

y2 4

Y1

Rysunek 6 Wyznaczanie ocen stabo efektywnych za pomoca problemu opty-
malizacyjnego (4).



Charakteryzacja B
Zatozmy, ze 7 jest wypukly.

Warunek wystarczajgcy
Ocena, ktora jest rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego

max XZ: Nl s (5)

gdzie \; > 0,7 = 1, ..., k, jest wlasciwie efektywna?

& Warunek konieczny
Kazda ocena wlasciwie efektywna? jest rozwigzaniem problemu optymaliza-
cyjnego (5) dla pewnego \; >0, i =1,..., k.

Rysunek 7 przedstawia warstwice funkcji celu problemu optymalizacy;j-
nego (5) odpowiadajaca minimalnej wartosci tej funkcji osiaganej na R -
wypuklym zbiorze Z. Minimum funkcji jest osiagane dla oceny wtasciwie
efektywnej.

2Dla skoniczonych lub wielogciennych zbioréw ocen kazda ocena efektywna jest wlagciwie
efektywna; definicje ocen wlasciwie efektywnych i rozwiazan wtasciwie efektywnych mozna
znalezé np. w Kaliszewski 2008.

3ibidem
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Rysunek 7 Wyznaczanie ocen wtasciwie efektywnych za pomoca problemu
optymalizacyjnego (5).
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