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1 Caveat

Zadania zostaly Sciagniete ze zdje¢ kolokwium z Podstaw Ukladéw Logicznych na uczelni WIT.
Rozwiazania zostaly przygotowane na podstawie analizy slajdow Tadeusza f.uby oraz zdawkowych
opiséw w internecie. W zwiazku z tym opisy moga zawieraé¢ bledy. Uzywaé na wlasng odpowie-
dzialnos¢.

2 Zadania

2.1 Zadanie 1

Zadanie 1. Wyliczy¢ dopelnienie wyrazenia ac+ab. Rozwigzanie poda¢ w postaci sumy minimalnej
liczby sktadnikéw iloczynowych.

Dowdd. Dopelnienie wyrazenia oznacza negacje calosci:
(ac+ab).
Negacja sumy jest réwna iloczynowi negacji:
ac - ab.

Ponownie, negacja iloczynu jest réwna sumie negacji:

(@+72)(a+0b).
Wymnazamy obydwa wyrazenia:
@a + ab + ac + be
Iloczyn wartoéci i jej negacji jest zawsze zerowy:
@b + ac + be

Mamy trzy argumenty, z ktérych érodkowy jest kombinacjg dwoch skrajnych. Skorzystamy z toz-
samo$ci ¢ + ¢ = 1 i zmienimy ostatni argument na:

@b + ac + (a + @)bc = ab + ac + abe + abe

Potaczymy pierwszy wyraz z czwartym i drugi z trzecim:



@b + abc + ac + abec = ab(1 +¢) + a(1 + b)e

Cokolwiek dodane do 1 zwraca 1, zatem 1 +b = 1.

ab(1+¢) + a(l + b)e = ab + ac

2.2 Zadanie 2

Zadanie 2. Zminimalizowa¢ funkcje metods Karnaugh’a.

y=>Y (3,4,10,15,(1,6,8,9,11,12,14))

Dowdd. Poniewaz mamy maksymalne pole réwne 15, oznacza to ze mozemy funkcje zapisaé¢ za
pomocy czterech zmiennych (2* = 16, wartoéci od 0 do 15). Nazwiemy je a, b, c, d.

Minimalizacja funkcji metoda Karnaugha polega na stworzeniu tabeli z kolumnami i wierszami
numerowanymi kodem Graya:

ab 100 o1 | 11 | 10

cd
00
01
11

10

Nastepnie ponumerujemy pola wewnatrz tabeli, uzywajac wartosci binarnych zbudowanych z ozna-
czen binarnych kolumn i wierszy:

ab oo o1 11| 10
cd
00 0 1 3 2
01 4 5 7 6
1 1 12 13 15 14
10 8 9 11 10

Nastepnie wypelniamy pola wartosciami z rownania funkcji. Poniewaz mamy symbol Y, oznacza
to mamy numery pdl o wartoéci 1. W wewnetrznym nawiasie mamy natomiast numery pél niezde-
finiowanych, z wartosciami —. Reszta pdl przyjmuje wartosé 0.

ab 100 1 o1 | 11 | 10
cd
00 0l -]1]o0
01 1]0]0]-
11 1o 1| -
10 A N R |




Minimalizacja metodg Karnaugh’a polega teraz na stworzeniu jak najwiekszych prostokatnych zbio-
row zawierajacych jedynki i kreski. Zbiory musza mie¢ liczbe pdl rownag wielokrotnoéciom dwdjki
(1,2,4,8,16, etc.) i odpowiadaja implikantom prostym funkeji logicznej.

ab
cd
00
01
11
10

Mamy trzy prostokaty - czerwony, zielony, niebieski - z ktérych dwa bylyby prostokatami gdyby
spia¢ pierwsza i czwarta kolumne oraz pierwszy i czwarty wiersz razem. Dla czerwonego prostokata
element a ma niezmienng warto$¢ 1 (element b si¢ zmienia), element ¢ ma réwniez wartosé 1,
zmienna d sie zmienia. Oznacza to ze czerwony prostokat odpowiada wyrazeniu ac.

Wykonujac podobne operacje dla zielonego ”prostokata” widzimy, ze element b ma staltg wartos¢ 0
oraz element d ma wartoéé¢ 1. Odpowiada to wyrazeniu bd.

Niebieski prostokat bedzie odpowiadal wyrazeniu bd.

t.aczac te trzy wyrazenia w sume, uzyskujemy rozwiazanie:

f =ac+ bd + bd.

2.3 Zadanie 3

Zadanie 3. Dany jest wektor k; ze zbioru F oraz zbior R. Znalezé¢ wszystkie implikanty proste dla

k;.
ki =1[1,1,0,1,1]
1 00 10
0 0010
R=|—- 10 0 0
1 1101
0 01 01

Dowdéd. Bedziemy tu korzystali z czesci algorytmu ekspansji metody Espresso. Algorytm polega na
podzieleniu tabeli funkeji logicznej na czesci odpowiadajace f = 1 (nazwana dla zmyltki F') oraz
f = 0 (nazwana R). Z czesci F' bierzemy kolejne wiersze k; i uzywamy ich do negowania tych
kolumn macierzy R ktére odpowiadaja wartosciom 1 z wiersza k;. W ten sposéb tworzymy macierz
B(ki, R). Dla uproszczenia wszelkie — zastapimy pod koniec warto$ciami 0:



01001
11001
Bk, R)=10 0 0 1 1
00110
11110

Zanegowalem tutaj kolumny 1,2,4 i 5, poniewaz w wektorze k; na tych polach mialem wartosci 1.
Teraz bierzemy dla kazdego wiersza z macierzy B numery kolumn na ktérych mamy warto$é¢ 1.
Beda one odpowiadaé¢ wartosciom x; do x5 ktére zsumowane dadza nam czesci iloczynu.

01 0 01 T2 + T5

1 1 0 0 1 xr1 + X2 + X5
B(ki,R)=10 0 0 1 1 T4+ T5

001 10 T3 + x4

1 1.1 1 0 r1+ T2+ X3+ 24

Aby uproscié¢ obliczenia, na samym poczatku skreslamy wiersze bedace rozszerzeniem innego wiersza
- w tym wypadku drugi wiersz jest pierwszym wierszem z dodanym elementem x1, natomiast wiersz
piaty jest tozsamy z wierszem czwartym (+ x1 + z2). Pozostale sumy z wierszy wymnazamy:

($2 + x5)(x4 + .’E5)(:C3 + 114) = (.’E2$4 + Zoxs + 45 + .T5)(.733 + 564),
= (xoxq + x5)(x3 + 24),
= ToX3T4 + ToZ4 + T3T5 + T4T5,

= 224 + X3%5 + T425.

Zatem implikanty proste to xox4, x3xs oraz rixs.

2.4 Zadanie 4

Zadanie 4. Dla funkcji podanej w tablicy obliczyé¢ wszystkie minimalne zbiory argumentéw z
najmniejsza liczba argumentéw. Zmienne niezbedne tej funkcji to x5, x1p.

T1 | X2 | X3 | T4 | Tp | Te | T7 | T8 | X9 | T10 | ¥
1] 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 |0
2|1 ]0]0]0|1|0|1T]01]O0 0|0
311 0 1 1 1 1 1 0 1 0 1
411 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
510 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1
6] 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1
711 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1

Dowdd. Zadanie wymaga od nas uzycia algorytmu redukcji argumentéw. Szczedliwie mamy podane
zmienne niezbedne dla tej funkcji logicznej. Tworzymy wektory Ps, Pig z kolumn x5, z19.

P5 = [07 17 170>O>O7 1]7
Py = [0,0,0,0,1,0,1].



Dodatkowo tworzymy wektor Py na podstawie kolumny y, gdzie mamy rozdzielone pola 0 oraz 1:

Pr=(1,2)(3,4,5,6,7).

Tworzymy iloczyn Py = Pso Pjq, rozdzielajacy na cztery zbiory numery kolumn w ktérych wartosci
odpowiadaja wartosciom z kolum 00,01, 10, 11.

Py = (1,4,6)[(2,3)[(5)[(7)

(pierwszy zbidr to kolumny gdzie wartosci byly réwne 00, drugi: 10, trzeci: 01, czwarty: 11).
Rozdzielamy kazdy ze zbioréw w Py wedlug Pr - na czesci nalezace do pierwszego i drugiego zbioru
Py:

PyoPp=(1)(4,6) | (2)3) | 6) | (7)

Dla kazdej pary zbioréw w jednym polu tworzymy kombinacje: 1|4, 1|6, 2|3. Dla tych wartosci
bierzemy pary wierszy o tych numerach z poczatkowej tabeli i podajemy numery kolumn na ktérych
sg rézne wartosdci elementow:

14 =29+ 23+ 28+ 29
116 = 3 + a7
2|13 =23+ x4 + 6 + 9

Sumy te wymnazamy ze soba;

(:L‘z +x3 + 18 + 1'9)(1'3 + LL‘7)({L‘3 + x4+ 26 + :Ug)
(rows + w3 + w328 + T3XT9 + ToT7 + T3T7 + A8 + T7X9) (T3 + T4 + T6 + T9) =

(3 + a7 + X327 + W78 + T7X9) (T3 + T4 + T + T9) =

T3 + T3T4 + T3Te + T3T9 + T2T3T7 + T2T4X7 + ToX4X7 + ToXeT7 + T2T7T9+
XT3T7 + X3T4T7 + T3LeT7 + T3T7X9 + TIX7TY + T4T7X8S + TeX7xg + T7x3T9+

T3x7T9 + T4x7T9 + TeT7T9 + T7T9

Ten koszmarek szcze$liwie mozna skrécié, korzystajac z tozsamosci a + ab = a(l 4+ b) = a oraz
a+a=a:

T3 + T7T9 + T2T4T7 + T2TeT7 + T4T7Xg + TeX7XS

Bierzemy wyrazenia o najmniejszej liczbie argumentow- w tym wypadku bedzie to zmienna xgs.
Moglismy do tego doj$é¢ rowniez analizujac wcze$niejsze rownania i zauwazajac ze xs jest jedyna
zmienng ktora pojawia sie we wszystkich trzech wierszach. Ostateczny minimalny zbiér argumentéw

(po dodaniu zmiennych niezbednych x5, z19 to {x3, x5, x10}-
]



