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Badanie zaleznosci zjawisk losowych na
opisanych rozkladem normalnym

1. Badanie wzajemng korelacji dwu zmiennych
losowych — wspolczynnik korelacji liniowej
Pear sona.

1.1 Zaleznos$¢ stochastyczna dwu zmiennych losowych
Symbolem Y oznaczamy zmienna zalezng (objasniana),

za§ symbolem X zmienna niezaleznga (objasniajaca).

Zalezno$¢ stochastyczna wystepuje wtedy gdy wraz ze

zmiang wartosci jednej zmiennej zmienia si¢ rozktad

prawdopodobienstwa drugiej zmienng.

Szczegdlnym  przypadkiem zaleznosci stochastycznej
jest zaleznos$¢ kor elacyjna (statystyczna). Polega ona natym,
ze okreslonym wartosciom jedne; zmiennej odpowiadaja
scisle okreslone wartosci oczekiwane (Srednie) drugiej

zmienng.

Badanie zaleznosci korelacyjnej ma sens jedynie wtedy, gdy
migdzy zmiennymi istnieje wig¢z przyczynowo-skutkowa,

dajaca sie logicznie wytlumaczy¢.
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Wykres korelacyjny
Jezeli chcemy zbadac¢ zaleznos¢ stochastyczna cech statystycznych X
oraz Y opisanych liczbowo, to nalezy zaobserwowac probke losowa
sktadajaca si¢ z n par obserwacji (X,Y;), i=1,...,n. Wyniki obserwagji

nalezy nanie$¢ na wykres korelacyjny (pole rozrzutu, wykres XY).

20 Scatterplot
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W  przypadku braku _ zaleznosci __ (korelacji) pomigdzy

analizowanymi zjawiskami losowymi punkty na wykresie
korelacyjnym powinny ulozy¢ si¢ w bezladng (przypadkows)

chmure.

Jezeli punkty na wykresie korelacyjnym ukladaja si¢ wg jakiego$
wzoru (np. wzdluz linii prostej), to nalezy przypuszczaé, ze

analizowane zjawiska sa wzajemnie zalezne (skorelowane).
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1.2 Wspolczynnik korelacji liniowej Pearsona

W celu zmierzenia sity korelacji liniowe dwu cech statystycznych

wykorzystujemy wspoélczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Obserwujemy n par liczb (x;,y;), i=1,2...,n stanowiace realizacje par
zmiennych losowych (X,Y) opisujacych analizowane cechy
statystyczne.

Wyznaczamy oszacowanie kowariancji zmiennych losowych Xi Y:

10 —
Cov(x,y) = Cov(y,X) = 3 (% =X)(¥; =¥) =xy =X [
=1

—_ 1
y—nizzlxi}’i

Wyznaczamy empiryczne odchylenia standar dowe s(x) oraz s(y)

Wspolcezynnik korelacji liniowej Pearsona wyznaczamy z
zaleznosci:
_, —, —Cov(xy)
r=ry,=r,=
s(x)s(y)

Interpretacja: r=0 - brak zaleznosci liniowej; r =1 - dodatnia

zalezno$¢ liniowa; I = —1 - ujemna zalezno$¢ liniowa.

UWAGA

Zerowa wartos¢ wspolczynnika korelacji liniowej Pearsona nie
oznacza braku zaleznoSci _pomiedzy zmiennymi losowymi.
Mowimy w takim przypadku o braku korelacii pomigdzy
badanymi zmiennymi losowymi.
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1.3 Wnioskowanie statystyczne o wspolczynniku korelacji
liniowg Pearsona

Doktadny rozktad prawdopodobienstwa wspotczynnika korelacji
liniowe) Pearsona jest znany w przypadku gdy zmienne losowe X oraz

Y maja rozktady (rozktady brzegowe) normalne.

W takim przypadku wykorzystujemy statystyke Z, ktorej
zaobserwowang warto$¢ wyznaczamy ze wzoru

1 1+r
Z=—|In——
2 1-r

Przedziat ufnosci dla tej statystyki na poziomie ufnosci S mozemy

wyznaczy¢ juz dla niewielkich licznosci probki 1 wynosi on

1 1
T Yo g e s

gdzie Ya+B)/ 2 jest kwantylem rzedu (1+£)/2 w rozktadzie
standaryzowanym normalnym N(0,1) (Tablice, funkcjaMS Excdl).

Korzystajac z powyzszego przedziatu ufnosci mozemy weryfikowaé
hipotezy statystyczne o wspotczynniku korelacji liniowej Pearsona.
Jezeli przedzial ufnosci dla statystyki Z obejmuje zero, to nie ma
podstaw do odrzucenia hipotezy (na poziomie istotnosci a=1-0) 0

braku korelacji liniowe] zmiennych losowych X oraz Y.
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W przypadku gdy zmienne losowe X oraz Y nie maja rozktadu
normalnego, wnioskowanie statystyczne o wspotczynniku korelacji

liniowej Pearsona mozliwe jest tylko w przypadku asymptotycznym

Zaobserwowana w probce wartosSC r jest realizacja zmiennej losowe;j
(statystyki) p, ktora dla duzych probek (n>120) ma w przyblizeniu

rozktad normalny. W takim przypadku dwustronny przedziat ufnosci

na poziomie ufnosci B dla statystyki p dany jest zalezno$cia:
% 1-r? N 1-r? H
— - r -
. Ya+p)/2 N Ya+p)2 Jn g
gazie y+ gy jest kwantylem rzedu (1+)/2 w standaryzowanym

rozktadzie normalnym.

Korzystajac z powyzszego asymptotycznego przedziatu ufnosci
mozemy weryfikowac hipotezy statystyczne o wspotczynniku
korelacji liniowej Pearsona. Jezeli przedzial ufnosci dla statystyki p
obg/muje zero, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy (na

poziomie istotnosci a=1—[) o braku korelacji liniowe] zmiennych

losowych X oraz Y.
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Przyktad: Obliczy¢ wspotczynniki korelacji dla danych gietdowych

WIG20 | FORTE BRE

1448.6 12.6 89

1451.8 13.2 91.5

1449.6 13 90

1451.8 13.4 91

1449.6 14.1 92

1489.3 14.2 92

1489.3 14.2 93

1537.9 14 95

1551.9 13.7 97

1554.4 13.3 97
X -WIG20 X =1487.42 S(X)=42.54945
Y-FORTE Y =13.57 s(Y)=0.52735
Z - BRE Z =92.75 5(Z2)=2.61964

10
1 S XiYi = i(1448.6 [12.6+--+1554.4 (13.3) =20191.567
10 5 10
10 1

— 5 X;z; = —(1448.6 [89+..-+1554.4 [97) =138063.82
105 10

Cov(XY)=7.2776  p(XY)=0.324
Cov(XZ)=105.615 p(XZ)=0.948
Wartosci akcji spotki BRE sa silnie liniowo skorelowane z

wartosciami indeksu WIG20. Wartosci akcji spotki FORTE sa stabo
liniowo skorelowane z wartosciami indeksu WIG20.
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2. Analizaregregi

2.1 Badanie zalezno$ci dla przypadku gdy warto$ci zmiennej
losowej zaleza od wartosci innej zmiennej (zmiennych).

Wyznaczanie liniowg funkcji regregi

W wielu przypadkach spotykanych w praktyce interesuje nas
zalezno$¢ obserwowanej zmiennej losowej (zmiennej zaleznej) Y
od wartosci jakie przyjmuje inna zmienna (nie koniecznie losowa),
Zwana zmienng niezalezng X. Zmienna zalezna Y nazywamy czasami
zmienng objas$nianga, a zmienna niezalezna X nazywamy wowczas
zmienna objasniajaca. Interesuja nas zazwyczaj przypadki gdy

zalezno$¢ ta ma postac liniowa

Y=BX+p te

gdzie € jest zmienna losowa (zakloceniem) o zerowej wartosci

oczekiwanej 1 stalej wariancji.

W przedstawionych powyzej przypadkach regregi liniowe
konieczna jest estymacja nieznanych parametrow modelu B oraz
B, napodstawie obserwacji par (X,Y).

Wykorzystujemy do tego celu tzw. metod¢ najmnigszej sumy
kwadratow bledow (nazywana czgsto potocznie metodq
naj mnigjszych kwadratow).
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Na podstawie obserwacji n par (X,Y;), i=1,...,n poszukujemy takie
estymatory by, b; nieznanych parametréw modelu Booraz (31, by

zminimalizowa¢ warto$¢ sumy:

S = i(\(i —by —b,X;)”
=1

Uzyskujemy w ten sposéb taka prosta Y=bX+by, Ze =zostanie
zminimalizowana suma kwadratow odleglosci pomigdzy
zaobserwowanymi punktami (X;,Y;), a wyznaczona prosta.

WART vg WVARZ
WARZ = 37000+ .91000 *WAR1
Correlation; r= 97117

o Regression
55 895% confid.

WART

Minimalizacja S ze wzgledu na by oraz b, przebiega nastgpujaco:

1) Wyznaczamy pochodne funkcji S ze wzgledu na by oraz by |
przyrownujemy je do zera uzyskujac tzw. wklad rownan
nor malnych.

1) Rozwiazujemy uktad rownan normalnych ze wzgledu na by oraz b,

uzyskujac nastepujace rozwigzanie:
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n n n ml n
P > n 3 0600 =YD

=1 i=1

n n
Z Xi2 - ﬁz X
i=1 =1

b,

T,
S
M=
P
|
X

oraz

Oszacowane réwnanie regre§i zmienng Y wzgledem zmiennej X
przyjmuje teraz postac

Y =b, X +b
Mozna tez zauwazy¢, ze rOwnanie regresji mozna roOwniez zapisa¢ w

nastepujacy sposob:

Y =Y +p(X - X)

W przypadku gdy interesuje nas zalezno$¢ odwrotna, tzn. gdy funkcja
regregi jest postaci
X =a,Y +3,

estymatory ag oraz a; maja postac:

n n n I:D n o o
_leiYi_%zlxi zYiEEVn > (X = X)(Y; =Y)

=1

ivﬁ —@ivigm > (YY)
i=1 =1 =1

ay

oraz

Jak wida¢, funkcja regresji zmiennej X wzglegdem zmiennej Y nie jest
odwrotnosciq funkcji regregii zmienng Y wzgledem zmiennej X.
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Przyktad
W firmie handlowej analizowano wydajno$¢ n=20 handlowcow.

Celem badania bylo ustalenie zaleznosci pomigdzy wysokoscia kwoty
zawartych przez danego handlowca w ciagu ostatniego roku transakcji

a jego stazem pracy. Wyniki badania przedstawiaja si¢ nastg¢pujaco:

Lp. Staz(X) Obrot(Y) |Lp. Staz(X) | Obroét(Y)
1 1.250 172.000 |11 3.000 215.000
2 1.000 158.000 |12 3.500 222.000
3 1.000 184.000 |13 4.000 219.000
4 2.000 175.000 |14 4.750 225.000
5 2.500 185.000 |15 4.000 228.000
6 2.000 201.000 |16 4.500 240.000
7 2.000 197.000 |17 4.000 210.000
8 2.750 209.000 |18 5.000 226.000
9 3.000 200.000 |19 5.500 238.000
10 3.250 189.000 |20 5.000 243.000

Po podstawieniu do wzorow na by oraz b, uzyskujemy:
b,=15.6941 oraz by=156.5789
Tak wigc oszacowanie rownania liniowej funkcji regresji Y wzgledem

X ma postac:

A

Y =15.6941 X +156.5789
Roéwnanie to mozemy wykorzysta¢ do predykcji (przewidywania)

nieznanej wartosci obrotu Y dla znanej wartosci stazu pracy X.
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STAZ vs. OBROT
OBROT = 156.58 + 15.694 * STAZ
Correlation: r= 89978

240
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160 C : - i . . o, Regrassioh
0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 f.5 45% confid.

STAL

Wilasnosci statystyczne oszacowanej
funkgji regregi liniowe

Statystyczne wlasnosci liniowej funkcji regresji okresla si¢ zazwyczaj

przyjmujac ze zmienne losowe & sa wzajemnie niezalezne 1 majg

rozktad normalny o zerowej warto$ci oczekiwanej 1 jednakowe;j

(nieznanej) wariancji. Przedzialy ufnosci na poziomie ufnosci 1-a

maja wowczas postac

%31 + tn—2,1—a/2 (S E
L \/Zinzl(xi _X)ZE

@30 + tn—2,1—a/2 E EL/ Zinzl Xi2
L \/zlin:l(xi - Y)z

gdzie
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Przyktad (kontynuacja)
Dla danych z przykladu mamy: s=10.83. Dla a=0.10 mamy
t180.05=1,734.

Wobec tego przedziat utnosci dla parametru 3, Wynosi:
15.5941£1.734[1.794 = (12.48,18.7)

za$ dla parametru 3y Wynosi:
156.5789 +1.734 [6.23 = (145.78,167.38)

2.2 Weryfikacja hipotezy o poprawnosci przyjetego
modelu liniowegj regregi

Przyjmijmy, ze chcemy zweryfikowaé, czy rzeczywiscie wystepuje
lintowa zaleznos¢ regresyjna pomig¢dzy badanymi wielko$ciami.

Weryfikujemy hipoteze¢ o braku zaleznosci liniowej , a wige

H: B,=0 przy alternatywie K: ,#0.

Wykorzystuje si¢ do tego celu statystyke:
2 <N T\ 2
F = b; ZiZI(Xi - X) — 2

SZ

Przy shlusznosci hipotezy zerowej statystyka ta ma rozktad F-

Snedecora o parze stopni swobody (1,n-2). Hipotez¢ H odrzucamy
(tzn. przyymujemy, ze zaleznos¢ rzeczywiscie wystepuje) gdy wartos¢
statystyki F jest wicksza od kwantyla rzedu 1-0 w rozkladzie F-
Snedecora o parze stopni swobody (1,n-2). Mozemy tu rowniez
wykorzystac to, ze kwantyl ten jest rowny kwadratowi kwantyla rzedu
1-a w rozktadzie t-Studenta o n-2 stopniach swobody.
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Przyktad (kontynuacja)

Dla danych z przyktadu F=76,538. Dla a=0,05z tablicy kwantyli
rozkladu t-Studenta odczytujemy tig095=1,737. Po podniesieniu tej
wartosct do kwadratu otrzymujemy wartoS¢ krytyczna statystyki F,
ktora wynosi 3.017. Zaobserwowana warto$¢ F jest wigc znacznie
wigksza od wartosci krytycznej, a wigc hipoteze ;=0 odrzucamy.

Tak wigc istnieje zaleznos¢ lintowa pomigdzy badanymi cechami.

2.3 OKkresSlanie procentu zmiennosci wyjasnianego przez
rownanieregregi
Procent zmiennosci, ktory mozna wyjasni¢ przez rOwnanie regresji

wyznaczamy obliczajac wskaznik:
A \2
R2 — Zinzl(Yi - )
Z Iin:1 (Yi B Y_) 2

Jezeli zmiennos¢ jest catkowicie wyjasniana przez rownanie regresji

(wszystkie punkty pomiarowe leza na proste] regresji) powyzszy
wskaznik przyjmuje warto$¢ 1. Jest to sytuacja idealna. Im mniejsza
jest warto§¢ wskaznika R, tym gorzej dana liniowa funkcja regresji
opisuje zaleznos¢ badanych wielkosci.

Uwagas W przypadku powtarzajacych si¢ wartosci zmiennej
niezaleznej (X) wskaznik R’ bedzie zawsze przyjmowat wartosci
mnigjsze od 1.

Przyktad (kontynuacja)

Dla danych z przykladu mamy R°=0.8998. Oznacza to, ze
wyznaczona przez nas funkcja regresji wyjasnia 89.98% zmiennosci
danych.
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3. Analiza zaleznosci w przypadku liczby zmiennych
wigkszej od dwu

3.1 Wspolczynniki korelacji czastkowej i wielokrotnej
(wielorakig))

Przyjmijmy, ze analizie poddane zostaje m zmiennych X, Xo...,Xp,
opisujacych dany obiekt. W szczegdlnym przypadku mozemy wsrod
nich wyrézni¢ jedna zmienna zalezna (objasniana) Y=X; i m-1
zmiennych niezaleznych (objasniajacych) X5, Xs...,X.

Zatozmy, ze wzajemne zaleznosci pomigdzy obserwowanymi
zmiennymi opisane sa macierzg P, ktorej elementami sa

wspotczynniki korelacji pomigdzy poszczegdlnymi zmiennymi

01y hy o O

[]

p = %21 1 n; - Oy 2
: : ST N

[]

H—ml f2 T3 1 []

W pewnych przypadkach moze nas interesowac¢ zwiazek pomigdzy
dwiema zmiennymi (np. zmienng X; oraz zmienng X;) Z wylaczeniem
wplywu pozostalych zmiennych. Do opisu zaleznosci tego typu
wykorzystujemy wspotczynnik korelacji czastkowej

__F

ljk.z =
PPy

gdzie P; jest dopetnieniem algebraicznym macierzy P.
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Dopelnienie algebraiczne P;j wyznacza si¢ wykreSlajac w macierzy P
I-ty wiersz oraz j-ta kolumng. Nastepnie oblicza si¢ wyznacznik tak
uzyskanej macierzy i mnozy sie go przez wspélczynnik (-1)™.

Na przyktad, w przypadku trzech zmiennych X;,X5,X3, gdy interesuje
nas zwiazek pomiedzy zmiennymi X,0raz X, przy wytaczeniu wptywu
zmienng Xz uzyskujemy

hr I3)U

n, 10 _ 2 — 33

[~]1 3 ) \/(1 = I’223)(1 - r123)
i, 1

W przypadku wigkszej liczby zmiennych do obliczen wykorzystuje

[]
[T
P, []

23 = =
\P11P22 \/

| R P

si¢ metody komputerowe.

Gdy interesuje nas zwigzek pomigdzy jedng zmienna objasniang (np.
X1 a pozostalymi zmiennymi  objasniajqcymi  X5,X3...,Xm
wykorzystujemy wspélczynnik Kkorelacji wielokrotnej (wielorakiej)
Wwyznaczany ze wzoru

_detD

detR
gdzie symbol det oznacza wyznacznik macierzy, macierz D jest

Ri23.m =4/1

macierza wspolczynnikow korelacji zmiennej objasnianej 1 zmiennych
objasniajacych, zas R jest macierza wspoOtczynnikow korelacji

pomiedzy zmiennymi objasniajqcymi.

Rowniez 1 w tym przypadku dla wigkszej liczby zmiennych do

obliczen wykorzystuje si¢ metody komputerowe.
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3.2 Regregawielokrotna (wieloraka)

Uogdlnieniem regregi liniowe dla dwu zmiennych jest regresja
wielokrotna (wieloraka) stosowana w przypadku, gdy poszukujemy
liniowego zwiazku pomig¢dzy zmienna objasniana Y a m zmiennymi

objasniajacymi w postaci

Y =By + B Xy + 5, Xy 4B, Xy FE

Estymatory parametrOw powyzszego rOwnania regresji uzyskujemy w
analogiczny sposob jak w przypadku dwu zmiennych. Wymaga to
rozwigzania uktadu m rownan liniowych. Algorytm poszukiwania
estymatoroOw rownania regresji wielokrotne; wygodnie jest zapisac
korzystajac z notacji macierzowej. Przyjmiymy, ze dysponujemy n
obserwacjami  Y; i=1,.n zmiennej objasnianej Y Wwraz z
odpowiadajacymi im wektorami (Xg=1,X1,X5,....X;,)  Zmiennych
obj aéniaj qcych. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia macierzy

01 1 - 1 D
% D X’=%<,ll x.21 mID b= %3 D
[: U . : :
%n% %(ln X2n an% %’m%

Wektor b estymatoréw  wspdlczynnikow  roéwnania  regresji
wielokrotng (Bo,By,...,3,) Wyznacza si¢ ze wzoru:

b=(X'X)"'X'Y
Podane poprzednio rozwiazanie dla przypadku jednej zmiennej
objasniajacej jest szczegdlnym przypadkiem powyzszego wzoru. W
praktyce do wyznaczenia warto$ci sktadowych wektora b

wykorzystuje si¢ komputerowe pakiety statystyczne.
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4. Nieparametryczne testy statystyczne

4.1 Badanie losowosci danych statystycznych

W wielu zastosowaniach statystyki zaklada sig¢, ze wyniki
pomiarOw sa wynikami czysto przypadkowymi. Na przyktad, w
analizie regresji zaktada sig, ze reszty w modelu regresji sa wzajemnie

niezaleznymi wielkosciami losowymi o jednakowym rozktadzie.
Problem: jak zbadac¢ losowos¢ ciagu obserwacji?
Problem zajetosci krzeset w barze (Feller).

Pytanie: ktora z zaistnialtych sytuacji wyglada na przypadkowa
(losowa)?

27272272722727ZZ\NWWWWWWWWWW
LI\WNZWZWZWZW Z\WN Z\WN ZW Z\W Z\WN
LIWNZWWWZZZW ZZ\WN Z\WW Z\WWW

Do analizy losowosci wykorzystujemy pojecie Serii.

Seria jest sekwencja takich samych elementow, przed i po ktérych

wystepuja inne elementy lub nie ma zadnego.
LZWN ZWWW ZZZW ZZW Z\WN Z \WWW

W powyzszym przypadku mamy 12 serii.
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Hipoteze o losowosci obserwacji odrzucamy gdy liczba serii R
jest zbyt mata (R<Cq) lub zbyt duza (R=C,). Wartosci
krytyczne C; oraz C, znajduje si¢ analizujac rozktad
prawdopodobienstwa liczby serii (podany np. w tablicy 8,
dodatku C, ksiazki A.Aczela ,,Statystyka w zarzadzaniu™) dla
pary parametrow (n;,ny), gdzie n; jest liczba elementdéw
jednego rodzaju, an, jest liczba elementow drugiego rodzaju.
W  rozpatrywanym przyktadzie, o braku losowosci

swiadczyta by liczba serii mniejsza od 7 lub wigksza od 14
(prawdopodobienstwo kazdego z tych zdarzen wynosi 0,019).
Tak wigc nie ma podstaw by twierdzi¢, ze zaobserwowany
wynik niejest wynikiem losowym.

Dla duzej liczby losowych obserwacji (zarowno n; jaK i
ny) rozklad liczby serii jest asymptotycznie rozkladem
normalnym o wartosci oczekiwanej

E (R) _ 2n1n2
Ny +ny
oraz odchyleniu standardowym
_ [2nqny(2nny —ng —y)
\/ (n + Y (ng +1np -12)

+1

W rezultacie zmiennalosowa
2= R" E(R)
OR

ma standaryzowany rozklad normalny N(0,1). Hipoteze o

losowosci odrzucamy gdy zaobserwowana wartosS¢ statystyki
Zr jest albo wigksza od kwantyla y;_, > abo mnigjsza od

kwantyla yg / 2=-Y1-a / 2.
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4.2 Testy rangowe

Istnieje wiele testow statystycznych stuzacych do
weryfikacji hipotez w przypadku gdy dane statystyczne
opisane s3 rozktadem normalnym. W przypadku gdy zalozenie
to nie jest spetlnione, tzn. gdy dane opisane sa innymi
rozktadami  prawdopodobienstwa, bardzo czgsto nie
dysponujemy odpowiednimi testami statystycznymi.

Potrzebne wigc sa testy statystyczne, ktore nie zaleza od
rozkladu prawdopodobienstwa analizowanych danych. Do takich
procedur, zwanych testami nieparametrycznymi, naleza testy
rangowe.

Zalézmy, ze obserwujemy N wartosci probki losowe;j
(X1, X2,..,.X).  Wartosci  te porzadkujemy w nastepujacy ciag

niemalejacy (tzw. szereg rozdzielczy):

Numer kolejnej wartosci elementu proby w ciagu
uporzadkowanym (powyzej: liczba w nawiasie) hazywamy rangg
tego elementu. Testy rangowe wykorzystuja wytacznie informacje o
rangach poszczegolnych obserwacji, a nie o ich konkretnych

wartosciach.

Przyktad: Obserwujemy probke losowa o wartosciach (17,12,19,5,7).
Po uporzadkowaniu dane te tworza szereg rozdzielczy (5,7,12,17,19).

Tak wigc zaobserwowanej probce przypisujemy wektor rang
(4,3,5,1,2).
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4.2.1 Porownywanie rozkladow prawdopodobienstwa w
dwu populacjach (probki niezalezne): test Wilcoxona-
Manna-Whitneya

Jezeli nie sa spelnione warunki testu t-Studenta, to do
porownywania rozkltadu danych statystycznych w dwu
populacjach mozemy skorzysta¢ z rangowego testu
Wilcoxona-Manna-Whitneya.

Uwaga: Istnieja rézne rownowazne Wersge tego testu zwane
testem Wilcoxona oraz testem Manna-Whitneya.

Przyjmijmy, ze mamy do dyspozycji rezultaty badania dwu
niezaleznych probek losowych (Xi,X5,...,Xn) oraz (Yi,Y,...,Ym).
Probki te nie musza mie¢ jednakowej licznosci. Na podstawie
tych wynikdw tworzymy 1laczny szereg rozdzielczy dla
polaczonych obu probek. Na podstawie tego szeregu
wyznaczamy rangi obserwacji w probcee tacznej. W nastepnym
kroku sumujemy wartoSci rang dla wszystkich elementow
jednej z probek. Suma ta bedzie podstawa do budowy
odpowiednig statystyki testu rangowego.

Na przykltad, w tescie U Manna-Whitneya statystyka testowa
ma postac

U= nlnz +

n(ng +1) R
> 1

gdzie n; jest liczno$cia pierwszej probki, N, jest liczno$cia
drugig probki, a R; jest suma rang elementdw pierwsze
probki.

Dla matych licznosci probek (ng,n, <10) opracowano tablice
rozktadu prawdopodobienstwa statystyki U (podane np. w
tablicy 9, dodatku C, ksigzki A.Aczela ,Statystyka w
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zarzadzaniu™). Dla wigkszych probek statystyka U ma rozktad
normalny o wartosci oczekiwane]

oraz odchyleniu standardowym

_Ingno(ng +np +1)
%u = 12

W rezultacie zmiennalosowa
ZU=R—E(U)
Oy

ma standaryzowany rozklad normalny N(0,1). Hipoteze o

jednakowym rozktadzie porownywanych populacji odrzucamy

gdy zaobserwowana wartos¢ statystyki Zy jest albo wigksza
od kwantyla Vyi—_5/2 @abo mnigsza od kwantyla

Ya ! 2=-Y1-a /2

Uwaga 1. W niektorych podrecznikach (np. Koronackiego i
Mielniczuka) opisywany jest test Wilcoxona, w ktorym
statystyka testowq jest suma rang w jednej z probek.

Uwaga 2. W przypadku powtarzajacych si¢ wartosci
obserwacji kazdej z nich przypisujemy range¢ bedaca wartoscia
srednia z rang odpowiadajacym tym warto$ciom. Na przyktad,
dla ciagu obserwac;ji (4,4,4,8) odpowiedni wektor rang wynosi
(2,2,2,4).
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4.2.2 Porownywanie rozkladow prawdopodobienstwa w
wielu populacjach (probki niezalezne): test Kruskala-
Wallisa

Nieparametrycznym odpowiednikiem analizy wariancji jest
rangowy test Kruskala-Wallisa. Test ten stuzy do weryfikacji
hipotezy o0 jednakowym rozkltadzie prawdopodobienstwa
cechy statystyczngj w k populacjach, na podstawie analizy k
niezaleznych probek losowych

(Xi1. Xi2. . Xjp Ji =1, k.

Test Kruskala-Wallisa  jest szczegdlnie czuly na
zroznicowanie pofozenia poroéwnywanych rozkladow, czyli
nadaje si¢ do pordwnywania wartosci srednich.

Na podstawie tych wynikdw tworzymy 1laczny szereg
rozdzielczy dla potaczonych k prébek. Na podstawie tego
szeregu wyznaczamy rangi obserwacji w probce tacznej. W
nastgpnym kroku sumujemy warto$ci rang dla wszystkich

elementéow kazdej z badanych probek. Sumy te, oznaczone
przez Ry,Ry,...,Ry, beda podstawa do budowy nastepujace]

statystyki testu rangowego:

n(n+1)HJ H 3(n+1)

gdzie n jest suma licznosci wszystkich badanych probek.
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Doktadny rozklad prawdopodobienstwa statystyki H (w
przypadku stusznosci weryfikowanej hipotezy) jest podawany
tylko dla bardzo matych licznosci probek (<5). Jezeli kazda z
badanych probek liczy przyngmnig 5 elementow, to
statystyka H ma w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat o k-1
stopniach swobody. Hipotezg o rownosci wartosci srednich w

badanych populacjach odrzucamy na poziomie istotnosci a
gdy zaobserwowana wartos¢ statystyki H jest wigksza od

kwantyla Xﬁ_m_a.

Uwaga. W  przypadku powtarzajacych si¢ wartosci
obserwacji kazdej z nich przypisujemy range¢ bedaca wartoscia
srednia z rang odpowiadajacym tym warto$ciom.

4.2.3 Porownywanie rozkladow prawdopodobienstwa w
dwu populacjach (probki zalezne): test rangowanych
znakow Wilcoxona dla par obserwagji

W przypadku analizy probek zaleznych do weryfikacji
hipotezy o zerowej wartosci roznicy median (roznicy wartosci
srednich, w  przypadku rozktadow  symetrycznych)
wykorzystujemy test rangowanych znakow Wilcoxona.

Zakladamy, ze dysponujemy n parami obserwacji (X,V),
i=1,...,n, dlaktorych wyznaczamy réznice d; = X; — ;.

Z kolei, wyznaczamy warto$ci bezwzgledne tych roznic [d;| |
tworzymy z nich szereg rozdzielczy. Nast¢pnie sumujemy
rangi roznic ujemnych (S ) oraz rangi roznic dodatnich (S+).
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Statystyka testowa testu rangowanych znakéw Wilcoxona ma
postac

T =min(S_,S+)

Dla matych licznosci probek opracowano tablice wartosci
krytycznych statystyki T (podane np. w tablicy 10, dodatku C,
ksiazki A.Aczela ,,Statystyka w zarzadzaniu”). W przypadku
stusznosci  hipotezy o  zerowej  roznicy  median
porownywanych populacji (tzn. jednakowych medianach) i
odpowiednio duzych probek (n>25) statystyka T ma w
przyblizeniu rozktad normalny o wartosci oczekiwane;j
E(T)= n(n +1)
4
oraz odchyleniu standardowym

or = Jn(n +1)(2n +1)

24

W rezultacie zmienna losowa
ZT=R—E(T)
oT
ma standaryzowany rozklad normalny N(0,1). Hipotezg¢ o
jednakowych  medianach  porownywanych  populagji
odrzucamy gdy zaobserwowana warto$¢ statystyki Z, jest
albo wigksza od kwantyla y;_, ;2 abo mnigjsza od kwantyla

Ya i 2=-Y1-a/ 2
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4.2.3 Badanie zaleznoSci: test niezaleznosci p-Spearmana

Analizujemy wspotzaleznos¢ dwu zmiennych losowych X oraz Y o

dowolnych rozktadach ciaglych. Probka losowa sklada si¢ z n par

obserwacji tych zmiennych losowych 1 ma postaé: (Xq,Y1),
(X2, Y2),....... (Xn, Yn).

Uporzadkujmy wartosci obu sktadowych (X oraz Y) uzyskujac
ciagi rang: (Ry,R,,......R,) dla sktadowej X oraz (S,,S,......,.S,) da
sktadowej Y.

Statystyke:

n n+1 n+1
SR, P,

—_ i=1

\/ZQQ n+1gzgS n+1

nazywamy wspolczynnikiem Korelacji rang Spear mana.

Inny zapis:

n
65 d;
—_ =

gdzie

Gdy zgodno$¢ rang jest idealna, p=1 i $wiadczy to o dodatnie
korelacji pomigdzy dwiema cechami. Jesli uporzadkowania obu cech
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sa doktadnie przeciwne mamy p= -1 i §wiadczy to o ujemnegj korelacji
pomiedzy dwiema cechami.

Uwaga: Badana korelacja nie musi by¢ liniowa. Moze to by¢ dowolna
zalezno$¢ monotoniczna (rosnaca lub malejaca).

Gdy badane cechy sa sq nieskorelowane (rowniez niezalezne) rozktad
statystyki p-Spearmana ma warto$¢ oczekiwang zero oraz odchylenie

standardowe 0, = 1/ vn-1
Dla8< n <30 to rozktad statystyki

(= PYn-2
J1-p?

mozna aproksymowac¢ rozkladem t-Studenta o n-2 stopniach

swobody. Dla n=30 rozklad statystyki p-Spearmana mozna
aproksymowac¢ rozktadem normalnym N (0, 1/ vn-1).

Powyzsze wlasnosci mozemy wykorzysta¢ do weryfikacji hipotezy o
niezaleznosci badanych cech X oraz Y.

Nie ma podstaw do kwestionowania hipotezy o niezaleznosci gdy
(dla8<n<30)

t D{ tn_z,l-a/zatn—z,l—a/l)

gdzietn 1.2 jest kwantylem rzedu 1-0/2 w rozkladzie t-Studenta o
n-2 stopniach swobody (Tablice)

lub gdy (dlan=30)

D% Yicarz Y1-ar2 @
PEB Un-1"Yn-1
gdzie Yyiqp jest kwantylem rzedu 1-0/2 w standaryzowanym

rozktadzie normalnym. W przeciwnym przypadku hipoteze o
niezaleznos$ci odr zucamy.
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Przyktad

Okresli¢c wspolczynnik korelacji rangowej p-Spearmana pomigdzy
notowaniami spotki FORTE oraz indeksem gietdowym WIG20. Na
poziomie istotnosci 0=0.05 sprawdzi¢ hipotez¢ o wzajemnym

nieskorelowaniu tych dwu wskaznikow.

Dane:

WIG20 | Ranga | FORTE | Ranga

WIG FORTE
1448.60 1 12.60 1
1451.85 5 13.20 3
1449.60 2 13.00 2
1451.80 4 13.40 5
1449.65 3 14.10 8
1489.30 6 14.25 10
1489.35 7 14.20 9
1537.90 8 14.00 7
1551.90 9 13.70 6
1554.40 10 13.30 4

—1- 996 4 0s82=0418
1000 — 10
t = ﬁ’“?ﬁz =1.30 <tg 975 =2.06

Tak wigc na poziomie istotnosci a=0.05 nie ma podstaw (!) do
kwestionowania hipotezy o wzajemnym nieskorelowaniu tych dwu

wskaznikow.



